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§ 1. ԱՆՀԱՎԱՍԱՐՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԱՊԱՑՈՒՑՈՒՄ

Դուք ար դեն ծա նոթ եք ան հա վա սա րութ յուն նե րի հիմ նա կան հատ
կու թյուն  նե րին (տե՛ս, գլ. I, §2, կ. 2): Հե տա գա յում հա ճախ հարկ կլի նի 
առն չ  վել նաև ստորև բերված հատ կութ յուն նե րին, ո րոնք ա պա ցուց վում 
են հիմ նա կան հատ կու թյուն նե րի մի ջո ցով.

1) Ե թե 0> ≥a b , ապա ցանկացած n N∈  դեպքում n na b> ,

2) Եթե a b> , ապա ցանկացած n N∈  դեպքում 2 1 2 1n na b+ +> ,

3) Եթե 0a b> ≥ , ապա ցանկացած 2n ≥ , n N∈  դեպքում n na b> ,

4) Եթե a b> , ապա ցանկացած n N∈  դեպքում 2 1 2 1n na b+ +> :
Օգտակար է հիշել մի քանի կարևոր (առավել գործածական) անհավա

սա  րություններ.
1. Ցանկացած a և b թվերի համար տեղի ունի հետևյալ անհավասա

րու  թյունը`

 2 2 2a b ab+ ≥ : (1)
2. Ցանկացած դրական a թվի համար ճիշտ է հետևյալ անհա վա

սարու թյու նը`

 
1 2a
a

+ ≥ : (2)

3. Երկու ոչբացասական թվերի թվաբանական միջինը փոքր չէ այդ 
թվե րի երկրաչափական միջինից`

 
2

a b ab+
≥ :  (3)

Ընդհանրապես, եթե 2n ≥ , n N∈ , ցանկացած ոչբացասական 

1 2, , , na a a
 թվերի թվա  բա   նական մի ջինը փոքր չէ այդ թվերի երկրա

չափական միջինից, այսինքն`

ՀԱՆՐԱՀԱՇՎԱԿԱՆ  
ԱՆՀԱՎԱՍԱՐՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐ
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 1 2
1 2

n n
n

a a a a a a
n

+ + +
≥





:1)   (4)

4. Ցանկացած 1 2, , , na a a  թվերի համար ճիշտ է

 1 2 1 2n na a a a a a+ + + ≤ + + +    (5)

անհավասարությունը: 
Մասնավորաբար, 1 2 1 2a a a a+ ≤ + :
5. Ցանկացած 1 2 1 2, , , , ,n na a a b b b   թվերի համար տեղի ունի Բուն

յակովսկու անհավասարությունը.2)

 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2( ) ( )( )n n n na b a b a b a a a b b b+ + + ≤ + + + + + +   : (6)

Այդ անհավասարությունը հակիրճ գրառում են այսպես`

 
2

2 2

1 1 1

n n n

k k k k
k k k

a b a b
= = =

    
≤    

    
∑ ∑ ∑ :

* * *
Այս պարագրաֆում հիմնա կա նում կդի տարկ վեն այն պի սի ան հա

վա սա րու  թյուն ներ, ո րոնց ճշմա րիտ լի նե լը պա հանջ վում է ա պա ցու ցել 
փո փո խա կան նե րի ար ժեք նե րի տրված բազ մութ յան վրա: Ե թե այդ պի սի 
բազ մութ յուն չի նշված, ա պա պետք է հաս կա նալ, որ այդ փո փո խա կան
նե րը կա րող են ըն դու նել ցանկացած թույլատրելի արժեքներ:

Նշենք, որ անհավասարությունների ապացուցման ընդհանուր մեթոդ 
գոյություն չունի: Այստեղ, տիպական անհավասարությունների մի քանի 
օրինակների քննարկմամբ, կառանձնացնենք այնպիսի եղանակներ, 
որոնք առավել գործածական են անհավասարություններն ապացուցելիս:

10. Անհավասարությունների ապացուցում սահմանման և նույ
նական ձևափոխու թյուն ների օգնությամբ: Սահմանման համա
ձայն ընդունվում է, որ p q> , եթե p q−  տարբե  րու թյունը դրական է: 
Դրա համար էլ , , ,a b h  փոփոխականներով ( , , , ) ( , , , )f a b h g a b h>   
ան հա  վասարությունն ապա ցու  ցելու համար անհրաժեշտ է կազմել 

( , , , ) ( , , , )f a b h g a b h−   տարբերությունը և նույնական որոշ ձևափո
խու թյունների միջո ցով հա մոզվել նրանում, որ այն դրական է փոփո
խականների թույլատրելի բոլոր արժեքների կամ նախապես նշված 
բազմության տարրերի դեպքում (համանմանորեն, այդ եղանակը կի

1) Անհավասարությունն անվանում են Կոշիի անհավասարություն՝ ի պատիվ ֆրանսիացի 
հայտնի մաթեմատիկոս Օգյուստեն Կոշիի (XIX դ.):



3

րառվում է նաև f g< , f g≥ , f g≤  տեսքի անհավա սարություններն 
ապացուցելիս):

Ապացուցվելիք անհավասարության ձախ և աջ մասերի արտա հայ
տությունների տարբերությունը նույնական ձևափոխությունների մի ջո
ցով կարելի է տանել տարբեր ուղղություններով, սակայն այստեղ կա
րևոր է կողմնորոշվել և ընտրել այն ուղին, որը կարող է լինել ավելի 
արդյունավետ:

Օրինակ 1: Ապացուցենք (3) անհավասարությունը:

Ապացուցում: Կազմենք 
2

a b ab+
−  տարբերությունը և պար զենք 

նրա նշանը: Ունենք` 
22 ( )

2 2 2
a b a ab b a bab+ − + −

− = = :

Ակնհայտ է, որ ցանկացած ոչբացասական a և b արժեքների դեպքում 

վերջին ար տա հայտությունը ոչբացասական է, հետևաբար, 
2

a b ab+
−  

տարբե րութ յունն է ոչ բա ցա սա կան, իսկ դա նշանակում է, որ 
2

a b ab+
≥ :

Նշենք, որ հավասարության նշան տեղի ունի այն և միայն այն 
դեպքում, երբ a b= :

Դիտողություն: Երկու թվերի միջին 
թվաբանական և միջին երկ րա չափական 
անվանումները ծագել են այն փաստից, որ 
x թիվը թվա բանական պրոգրեսիա կազմող 

a, x, b երեք թվերից միջինն է ( )2
,a bx +

=  

իսկ y թիվը a, y, b դրական անդամներով 

երկրաչափական պրոգրեսիայի միջին ան

դամն է ( ) :y ab=  Ապացուցված ան հավա

սարությունն ունի երկրաչափական պարզ մեկնաբանություն: Ինչ

պես հայտնի է՝ ABC ուղղանկյուն եռան կյան ( )90C∠ = °  մեջ ներք

նաձիգին տարած CD բարձրու թյու նը AD և DB հատվածների միջին 

երկրա չափականն է (նկ. 1): Նշանակելով՝ , ,AD a DB b= =  կու նենանք` 

:CD ab=  Մյուս կողմից, CE–ն ABC եռանկյանն արտագծած շրջանագծի 

լար է, ուստի :CE AB≤  Քանի որ 2 ·CE CD=  և ,AB a b= +  հետևաբար 

:
2

a bab +
≤

BA

C

E

D
a b

h

h
O

Նկ. 1
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Oրինակ 2: Ապացուցենք, որ եթե 0ab > , ապա

 2a b
b a
+ ≥ : 

Ապացուցում: Ունենք`

 2 2 22 ( )2a b a b ab a b
b a ab ab

+ − −
+ − = = :

Քանի որ 0ab > , ուստի, ակնհայտ է, որ 
2( ) 0a b

ab
−

≥ : Պարզ է, որ հա վա 

սա րության նշան տեղի ունի միայն a b=  դեպքում: Այսպիսով, 2a b
b a
+ −  

տար բերությունը ոչբացասական է, հետևաբար անհավասա րությունն 
ապա  ցուցված է:

Օրինակ 3: Ապացուցենք, որ եթե 0a b c+ + ≥ , ապա

 3 3 3 3a b c abc+ + ≥ :

Լուծում: Դիտարկենք 3 3 3( ) 3a b c abc+ + −  տարբերու թյու  նը, որում 
3 3a b+  գումարը լրացնենք մինչև գումարի խորանարդ: Կստա նանք`

 
3 3 3 3 2 2 3 3 2 2

3 3

( ) 3 3 3 3 3 3
( ) 3 ( ) :

a b c abc a a b ab b c a b ab abc
a b ab a b c c

+ + − = + + + + − − − =

= + − + + +

3 3( )a b c+ +  խորանարդների գումարը վերածելով բազմապատկիչների, 
կու նե նանք`

 3 3 2

2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

(( ) ) 3 ( ) (( ) )(( )
( ) ) 3 ( )

( )( 2 3 )
( )( )

1 ( )(2 2 2 2 2 2 )
2

1 ( )(( ) ( ) ( ) ) :
2

a b c ab a b c a b c a b
a b c c ab a b c

a b c a ab b ac bc c ab
a b c a b c ab bc ac

a b c a b c ab bc ac

a b c a b b c a c

+ + − + + = + + + −

− + + − + + =

= + + + + − − + − =

= + + + + − − − =

= + + + + − − − =

= + + − + − + −

Քանի որ, ըստ պայմանի, 0a b c+ + ≥ , ուստի, ակն հայ տո րեն, ստաց
ված ար տա հայ տութ յու նը ոչ բա ցա սա կան է: Այս տե ղից հետևում է տրված 
ան հա վա սա րութ յան ճշմա րիտ լի նե լը: Նկա տենք, որ այդ ան հա վա սա



5

րութ յան մեջ հա վա սա րութ յան նշան տե ղի ու նի այն և միայն այն դեպ
քում, երբ 

0a b c+ + =  կամ ( 0)a b c c= = ≥ :

Օրինակ 4: Ապացուցենք, որ ցանկացած x և y թվերի համար

 2 22 3 2 2 3 5 0 :x xy y x y+ + − − + >

Լուծում: Ապացուցվելիք անհավասարության ձախ մասի արտահայ
տությունը ձևափոխենք այսպես.

 

2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2

2 2 2
2

2 3 2 2 3 5 ( 2 ) ( 2 3 5)

2 2( ) ( ( 2) 3 5) ( ) 3 5
2 2

2 2 ( 4)( ) :
2 4

x xy y x y x xy y x xy y x y

y yx y x y x y y x y x y y

y y yx y x

+ + − − + = + + + + + − − + =

− −   + + + − + − + = + + + − + − + =   
   

− + − = + + + + 
   

Ստացված արտահայտությունից պարզ երևում է, որ ցանկացած x և 
y թվերի դեպքում այն դրական է (ինչո՞ւ չի կարող հավասարվել զրոյի): 
Անհավասարությունն ապացուցված է:

Օրինակ 5: Ապացուցենք անհավասարությունը`

 2 2 1 :x y xy x y+ + ≥ + +  

Լուծում: Դիտարկենք 2 2( 1) ( )x y xy x y+ + − + +  տարբերու թյու նը և այն 
ձ ևա փո խենք այսպես`

 
2 2 2 2 2 2 21 1(( 2 ) ( 2 1) ( 2 1)) (( ) ( 1) ( 1) ) :

2 2
x xy y x x y y x y x y− + + − + + − + = − + − + −

Վերջին արտահայտութ յու նը, ակ նհայտո րեն, ցան կա ցած x և y թվե
րի դեպ քում ոչ բա ցա սա կան է: Դրա նով էլ ա պա ցուց վում է բերված ան 
հա  վա սա րու  թյու նը: Նկա տենք, որ այդ ան հա վասարության մեջ հավա
սարության դեպք տեղի ունի այն և միայն այն դեպքում, երբ 1x y= =  
(հիմնավորեք):

20. Անհավասարությունների ապացուցում՝ անհավասարությունների 
հատկություն ների կիրառմամբ:

Օրինակ 6: Ապացուցենք, որ եթե , 1n N n∈ > , ապա

 2

1 1 1 1 1
4 9 16 n
+ + + + < :
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Լուծում: Ունենք`

 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1; ; ;
4 2 2 1 2 9 3 3 2 3 ( 1)n n n n n
= < = < = <

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −
 :

Գումարելով այդ n անհավասարությունները, կստանանք`

 

( )
( )

( )

2

1 1 1 1 1 1 1 1
4 9 16 1· 2 2 · 3 3 · 4 1

12 1 3 2 4 3
1· 2 2 · 3 3 · 4 1

1 1 1 1 1 1 1 1 11
2 2 3 3 4 2 1 1

11 1

n n n

n n
n n

n n n n

n

+ + + + < + + + + =
−

− −− − −
= + + + + =

−

         = − + − + − + + − + − =         − − −         

= − <

 





Այսպիսով, ցանկացած 2n ≥  թվի դեպքում 2

1 1 1 1 1
4 9 16 n
+ + + + < :

Օրինակ 7: Ապացուցենք, որ ցանկացած 1n >  բնական թվի դեպքում 
ճիշտ է հետևյալ անհավասարությունը`.

 
1 1 1 1 2 :

1 2 3 1 3n n n n
+ + + + <

+ + −


Լուծում: Ամենից առաջ նկատենք, որ անհավասարության ձախ 
մասը պարունակում է 2n  գումարելի: Դժվար չէ նկատել, որ այդ գու

մարելիներից յուրաքանչյուրը փոքր է 
1
n

–ից, այսինքն՝

 1 1 1 1 1 1 1 1, , , , :
1 2 3 –1 3n n n n n n n n
< < < <

+ +


Գումարելով այդ 2n  անհավասարությունները, կունենանք.

 

1 1 1 1 12 2 :
1 2 3 1 3

n
n n n n n

+ + + + < ⋅ =
+ + −



Ստացվեց այն, ինչ պետք էր ապացուցել:

Օրինակ 8: Ապացուցենք, որ 

 
1 3 5 99 1 :
2 4 6 100 15
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ >

Լուծում: Ձախ մասի արտադրիչներն 
1

n
n +

 տեսքի են, որտեղ 
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1, 2 ,99n =  : Այդպիսի յուրաքանչյուր կոտորակի համար ճիշտ է հետևյալ 
անհավասարությունը`

 –1
1

n n
n n

>
+

 (համոզվեք ինքնուրույն):

Այդ անհավասարության շնորհիվ կարող ենք գրել. 

 
3 2 5 4 97 96 99 98, , , , :
4 3 6 5 98 97 100 99
> > > >

Բազմապատկելով ստացված անհավասարությունները, կունենանք.

 
3 5 97 99 2 4 96 98 :
4 6 98 100 3 5 97 99
⋅ ⋅ ⋅ > ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 

Ապացուցվելիք անհավասարության ձախ մասը նշանակելով a–ով, 

վերջին անհավասարությունը կարող ենք ներկայացնել այսպես` 
12 :

100
a

a
>

Երկու մասերը բազմապատկելով 
2
a –ով, կունենանք` 2 1 :

200
a >

Քանի որ 1 1 ,
200 225

>  ուստի առավել ևս` 2 1 ,
225

a >  որտեղից էլ կու նե

նանք ապացուցվելիք անհավասարությունը՝ 
1 :

15
a >

30. Անհավասարությունների ապացուցում հայտնի անհավասա րու
թյուն ների կի րառ մամբ: Այս մե թո դի էութ յու նը հետևյալն է. ո րոշ ակ
նհայտ կամ հայտ նի (ե լա կե տա յին) ան հա վա սա րութ յուն նե րի կիրառ մամբ 
մի շարք ձ ևա փո խու թյուն նե րի մի ջո ցով ստաց վում է ա պա ցուց վե լիք ան
հա վա սա րութ յու նը: Իբրև ակ նհայտ ան հա վա սա րութ յուն ներ կա րող են 

գործած վել, օ րի նակ, 2 0A ≥ , 2 2 0A B+ ≥ , 0A ≥  (Aն և Bն ցանկացած 

ար տա հայտու թյուններ են), 2 0k A ≥  (Aի ցանկացած ոչբացասական ար

ժեքների և k N∈  համար) անհավասարությունները, իսկ որպես ելա կե
տային` (1)(6) անհավասա րու թյունները:

Օրինակ 9: Ապացուցենք, որ եթե 0, 0, 0, 0a b c d≥ ≥ ≥ ≥ , ապա

 4

4
a b c d abcd+ + +

≥  

(Կոշիի անհավասարությունը չորս թվերի համար):

Ապացուցում: Որպես ելակետային վերցնենք (3) անհավա սա րու թյու

նը: Կիրառելով այն 
2

a b+  և 
2

c d+  ոչբացասական թվերի համար, կունե

նանք`
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 2 2
2 2 2

a b c d
a b c d

+ +
+ + +

≥ ⋅ :

Քանի որ, իր հերթին, (3) անհավասարության շնորհիվ` 

2
a b ab+

≥  և 
2

c d cd+
≥ , հետևաբար` 4 :

2 2
a b c d ab cd abcd+ +

⋅ ≥ ⋅ =

Նշանակում է` 42 2
2

a b c d

abcd

+ +
+

≥ :

Այսինքն՝ 4

4
a b c d abcd+ + +

≥ :

Վերլուծելով ապացուցման ընթացքը, գալիս ենք այն եզ րա կա ցութ յան, 
որ այդ ան հա վա սա րութ յան մեջ հա վա սա րութ յան նշան տեղի ունի այն և 

մի այն այն դեպքում, երբ ,a b c d= =  և 
2 2

a b c d+ +
= , այսինքն` a b c d= = = :

Օրինակ 10: Ապացուցենք, որ 
1 ! ( )

2

nn n n N+  ≥ ∈ 
 

:

Լուծում: Օգտվելով (3) անհավասարությունից, կարող ենք գրել`

 
1 ( 1) 2 ( 2) 31; ( 1) 2; ( 2) 3; ;

2 2 2
n n nn n n+ − + − +

≥ ⋅ ≥ − ⋅ ≥ − ⋅ 

 2 ( 1) 12( 1); 1 :
2 2
n nn n+ − +

≥ − ≥ ⋅

Բազմապատկելով այդ n անհավասարությունները, կստանանք`

 21 ( ( 1)( 2) 2 1)(1 2 3 ( 1) ) ! ! ( !) !
2

nn n n n n n n n n n+  ≥ − − ⋅ ⋅ ⋅ − = = = 
 

  :

Այսպիսով, 
1 !

2

nn n+  ≥ 
 

, որն էլ պահանջվում էր ապացուցել:

Դժվար չէ համոզվել, որ ապացուցված անհավասարության մեջ 
հավա սա րության նշան կարող է տեղի ունենալ միայն 1n =  դեպքում:

Օրինակ 11: Ապացուցենք Բունյակովսկու (6) անհավասա րու  թյունը:
Ապացուցում: Եթե 1 2 0na a a= = = = , ապա (6)ում տե ղի ու նի հա

վա սա րու թյան դեպք: Դիցուք, 1 2, , , na a a  թվերից գոնե մեկը զրոյից տար
բեր է. այդ դեպքում`

 2 2 2
1 2 0na a a+ + + > :
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Դիտարկենք հետևյալ արտահայտությունը`

 ( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 2 2 :n na x b a x b a x b+ + + + + +  (1)

Ակնհայտ է, որ փոփոխականների ցանկացած արժեքների դեպքում 
այդ արտահայտությունը ոչբացասական մեծություն է: Այն ներկայացնենք 
նույնաբար հավասար հետևյալ արտահայտության տեսքով.

 ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 1 2 2 1 22 :n n n na a a x a b a b a b x b b b+ + + + + + + + + + +    (2)

Վերջինս կարելի է դիտարկել որպես քառակուսային եռանդամ 
x փոփոխականի նկատմամբ: Քանի որ ցանկացած x–ի դեպքում այդ 
եռանդամը ոչբացասական է, ուստի նրա տարբերիչը ոչդրական է, 
այսինքն՝

 ( ) ( )( )2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2 0,n n n nD a b a b a b a a a b b b= + + + − + + + + + + ≤  

 
որտեղից ստանում ենք ապացուցվելիք անհավասարությունը`

 ( ) ( )( )2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2 :n n n na b a b a b a a a b b b+ + + ≤ + + + + + +  

Պարզենք, թե ինչ պայմանների դեպքում տեղի կունենա հավա
սարության նշան, այսինքն՝ 0D = : Այդ դեպքում (2) քառակուսային եռ
ան դամն ունի միակ՝ 0x  արմատ: Մյուս կողմից, (1) արտահայտությունը 
հավասար կլինի զրոյի այն և միայն այն դեպքում, երբ բոլոր 
գումարելիները հավասար են զրոյի.

1 0 1 2 0 2 0 0,n na x b a x b a x b+ = + = = + =  որտեղից՝

1 0 1 2 0 2 0, , , :n nb x a b x a b x a= − = − = −

Այդ նշանակում է, որ 1 2, , , nx x x  և 1 2, , , nb b b  փոփոխականների 
արժեքները համեմատական են (համեմատականության 0x−  գործակցով): 

Մասնավորաբար, եթե 0 ( 1, 2, , ),ib i n≠ =   ապա 1 2

1 2

:n

n

aa a
b b b
= = =

 Հարցեր

1. Ո՞ր անհավասարություններն են համարվում  ակնհայտ: Նշել այդ
պի սի մի քանի անհավասարություններ:

2. Ի՞նչ հայտնի (առավել գործածվող) անհավասարություններ կան:

3. Ձևակերպել Կոշիի անհավասարությունը:
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 Առաջադրանքներ

1. Ապացուցել 14րդ հատկությունները:

 Ապացուցել, որ (236).   

2. 2 2 2 | |a b ab+ ≥ :

3. Եթե 0a > , 0b > , ապա ( ) 1 1 4a b
a b

 + + ≥ 
 

:

4. Եթե 0a < , ապա 
1 2a
a

+ ≤ − :  

5. 
1 2a
a

+ ≥ :

6. 2 2a b ab+ ≥ :  

7. Եթե 0a b+ ≥ , ապա 3 3( )ab a b a b+ ≤ + :

8. 4 4 3 3a b a b b a+ ≥ + :

9. Եթե 0a b+ ≥ , ապա 
33 3

2 2
a b a b + + ≥   

 
:

10. 2 2 2 3 2( )a b c a b c+ + + ≥ + + : 

11. 2 2 2a b c ab bc ca+ + ≥ + + :

12. 
2 2

2 2
a b a b+ +

≤ :

13. Եթե 0, 0, 0a b c≥ ≥ ≥ , ապա ( )( )( ) 8a b b c a c abc+ + + ≥ :

14. Եթե 0, 0, 0a b c> > > , և 1a b c+ + = , ապա 
1 1 1 9
a b c
+ + ≥ :

15. 1 3 4a a+ + − ≥ :

16. – – – :b c a a c b a b c a b c+ + + + + ≥ + +

17. 4 4 4 4 4a b c d abcd+ + + ≥ :

18. Եթե 0, 0, 0a b c> > > , ապա 
bc ac ab a b c
a b c
+ + ≥ + + :

19. 4 4 4 ( )a b c abc a b c+ + ≥ + + :

20. 
2 2 2 2

4 4
a b c d a b c d+ + + + + +

≤ :

21. Եթե 0, 0, 0a b c≥ ≥ ≥ , ապա 3

3
a b c abc+ +

≥ :
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22. Եթե 0, 0, 0,a b c> > >  ապա 3a b c
b c a
+ + ≥ :

23. Եթե 0, 0, 0a b c> > > , ապա 
3
2

a b c
b c c a a b

+ + ≥
+ + +

:

24. Եթե 2,n n N≥ ∈ , ապա 
1 1 1 1

1 2 2 2n n n
+ + + >

+ +
 :

25. Եթե 2,n n N≥ ∈ , ապա 
1 11 2
2

n n
n

< + + + < :

26. 
1 1 1 1 1
2 6 12 ( 1)n n
+ + +…+ <

+
:

27. 2 2 2

1 1 1 3
2 3 4n

+ + + < :

28. 
1 1 3 9 1

15 2 4 100 10
< ⋅ ⋅ ⋅ < :

 [Լրացուցիչ առաջադրանքներ3)

1. 2 22 2 10 0a b ab b+ + + + > :

2. 8 5 2 1 0a a a a− + − + > :

3. Եթե 0, 0, 0a b c≥ ≥ ≥  և 1a b c+ + = , ապա (1 )(1 )(1 ) 8a b c abc− − − ≥ :

4. Եթե 0,a b c+ + =  ապա 0 :ab bc ca+ + ≤

5. 1 2 3 2 :a a a− + − + − ≥

6. 4 – 3 3 – 4a b a b a b+ ≥ + :

7. Եթե 0, 0, 0a b c≥ ≥ ≥ , ապա ( ) ( ) ( ) 6ab a b bc b c ac a c abc+ + + + + ≥ :

8. Եթե 0, 0a b> > , ապա 2 2( 1)( 1) 9a a b b ab+ + + + ≥ :

9. Դիցուք, a–ն և b–ն ցանկացած դրական թվեր են: Դիտարկենք այդ 
թվերի միջին հարմոնիկը 2( ),H  միջին երկրաչափականը 2( ),G  միջին 
թվաբանականը 2( )A  և միջին քառակուսայինը 2( ).Q

 
2

2
2 2 2 2

2 ; ; ; :1 1 2 2
a ba bH G ab A Q

a b

++
= = = =

+

10. Եթե a b c< < , ապա 2 2 2 2 2 2a b b c c a a c b a c b+ + < + + : Ապացուցել:
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11. Ապացուցել, որ եթե 1 2, , , na a a  թվերից ամենափոքրը Aն է, իսկ 
ամենամեծը` Bն, ապա

 1 2 na a aA B
n

+ + +
≤ ≤

 :
12. Դիցուք, 1 2, , , na a a ը ցանկացած թվեր են, 1 2, , , nb b b ը` դրական 

թվեր: Նշանակենք 1 2

1 2

, , , n

n

aa a
b b b

  կոտորակներից ամենափոքրը mով, 

ամենամեծը` Mով: Ապացուցել, որ

 1 2

1 2

n

n

a a am M
b b b
+ + +

≤ ≤
+ + +





:

13. Դիցուք, 1 2, , , na a a ը ցանկացած թվեր են, ընդ որում` 1 2| |,| |, ,| |na a a  
թվերից ամենափոքրը Aն է, ամենամեծը` Bն: Ապացուցել, որ

 
2 2 2
1 2 na a aA B

n
+ + +

≤ ≤
 :

14. Ապացուցել, որ ցանկացած իրական 1 2, , , na a a  թվերի համար ճիշտ 
է հետևյալ անհավասարությունը`

 2 2 2 2
1 2 1 2( ) ( )n na a a n a a a+ + + ≤ + + +  :

15. Ապացուցել, որ 2 2

1 1
1

n n

k k
k k

a b
= =

= =∑ ∑  պայմանին բավարարող ցանկա ցած 

1 2, , , na a a  և 1 2, , , nb b b  թվերի համար տեղի ունի հետևյալ անհա
վա սարությունը`

 
1

1
n

k k
k

a b
=

≤∑ :

16. Ապացուցել, որ ցանկացած դրական 1 2, , , na a a  թվերի համար տեղի 
ունի հետևյալ անհավասարությունը`

 2
1 2

1 2

1 1 1( )n
n

a a a n
a a a

  + + + + + + ≥  
 

 
:

17*. Ապացուցել, որ ցանկացած բնական 2n ≥  դեպքում

 2 2 2

1 1 1 2
2 3 3n

+ + + < :

18*. Ապացուցել, որ ցանկացած բնական nի դեպքում 

 1 1 1 1 1
1! 2! 3! !n
+ + + + <

:
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19*. Ապացուցել, որ ցանկացած բնական nի դեպքում ճիշտ է 

 
11 11 1

1

n n

n n

+      + < +      +   
 անհավասարությունը:

20*. Ապացուցել, որ ցանկացած բնական nի դեպքում

 1 1 11 2 1 – 2
2 3

n
n

+ + + + > + :

21*. Ապացուցել, որ եթե 1 2, 1 3, 1 4a b c≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ , ապա 

 ( ) 2 3 4
36a b c

a b c
+ + + + ≤

    
 

:

22*. Ապացուցել անհավասարությունը`

 3
3

,
2

a b c
b c a
+ + >  որտեղ 0, 0, 0 :a b c> > >

23*. Հայտնի, է որ 5x y z+ + =  և 8xy yz zx+ + = : Ապացուցել` 
7, , 1; :
3

x y z  ∈  

24*. Ապացուցել, որ եթե 1 2 1 2, , , ; , , ,n na a a b b b 
 դրական թվերը բա վա

րարում են 1 2 ? 1 21; 1na a a b b b+ + + = + + + =   պայմաններին, ապա

 
1

22 2
1 2

2

1n

n

aa a
b b b

≥+ + +

:

25*. Ապացուցել, որ ցանկացած բնական nի դեպքում 

 3 14
3 4 12 1
2 3

n
nn n

n
+

+
< + + + + ≤ +

:

26*. Ապացուցել, որ գոյություն ունի այնպիսի բնական n թիվ, որի համար 
ճիշտ է հետևյալ անհավասարությունը`

 1 1 11 2000
2 3 n

+ + + + > :

27*. Ապացուցել, որ ցանկացած դրական 1 2, , , na a a  թվերի համար ճիշտ 
են հետևյալ անհավասարությունները`

  
2 2 2

1 2 1 2
1 2

1 2

1 1 1
n nn

n

n

a a a a a an a a a
n n

a a a

+ + + + +
≤ ≤ ≤

+ + +

 





:
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ԼՈՒԾՈՒՄՆԵՐ ԵՎ ՑՈՒՑՈՒՄՆԵՐ ԼՐԱՑՈՒՑԻՉ  
ԱՌԱՋԱԴՐԱՆՔՆԵՐԻ ՎԵՐԱԲԵՐՅԱԼ

2. Դիտարկենք դեպքեր: 
ա) 0a ≤ : Այդ դեպքում 8 5 20, 0, 0, 0a a a a≥ − ≥ ≥ − ≥ : Հետևաբար, 

8 5 2( ) ( ) 0a a a a+ − + + − ≥ : Նշանակում է՝ 8 5 2 1 0a a a a− + − + > : 
բ) 0 1a< <  դեպքում ունենք՝ 

 8 5 2 8 2 51 ( ) (1 ) 0a a a a a a a a− + − + = + − + − > ,
քանի որ 2 5 2 3(1 ) 0a a a a− = − >  և 1 0a− > :

գ) 1a ≥  դեպքում 8 5 2,a a a a≥ ≥ , այսինքն 8 5 0a a− ≥  և 2 0a a− ≥ : 
Դրա համար էլ՝ 

 8 5 2 1 0a a a a− + − + > :
Հետևաբար, տրված անհավասարությունը ճիշտ է ցանկացած a թվի 

դեպքում:
3. 1a b c+ + =  պայմանից հետևում է, որ

 1 a b c− = + , 1 b a c− = + , 1 c a b− = + ,
որոնց շնորհիվ ապացուցվելիք անհավասարությունը ներկայացվում է 
հետևյալ տեսքով՝ 

 ( )( )( ) 8b c c a a b abc+ + + ≥ :
Այնուհետև, տե՛ս նախորդ առաջադրանքի լուծումը:

7. Ունենք՝ 
 

 
2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ab a b bc b c ac a c a b bc b c ca c a ab+ + + + + = + + + + + ≥

 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 6a b bc b c ca c a ab abc bca cab abc≥ ⋅ + ⋅ + ⋅ = + + = :
(այստեղ մենք օգտվեցինք 2 ( 0, 0)p q pq p q+ ≥ ≥ ≥  հայտնի անհավա
սա րությունից): Հետևաբար, 

 ( ) ( ) ( ) 6ab a b bc b c ac a c abc+ + + + + ≥ :
Հավասարության նշան տեղի ունի այն և միայն այն դեպքում, երբ 

a b c= = :
8. Անհավասարության երկու մասերը բաժանենք abի վրա և 

ապացուցենք ստացված անհավասարությունը՝ 

 1 11 1 9a b
a b

  + + + + ≥  
  

:

Օգտվելով 
1 2 ( 0)p p
p

+ ≥ >  հայտնի անհավասարությունից, կարող 
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ենք գրել` 
1 11 3, 1 3a b
a b

+ + ≥ + + ≥ : Բազմապատկելով դրական մասերով 

այղ նույնիմաստ անհավասարությունները, կստանանք`

 1 11 1 9a b
a b

  + + + + ≥  
  

:

Ստացված անհավասարության երկու մասերը բազմապատկելով 
abով, կստանանք ապացուցվելիք անհավասարությունը: Նկատենք, 
որ հավասարության դեպք տեղի ունի այն և միայն այն դեպքում, երբ 

1a b= = :
10. a b c< <  պայմանից հետևում է, որ 

 0, 0, 0a b a c b c− < − < − < ,
հետևաբար, նաև՝ 

 ( )( )( ) 0a b a c b c− − − < :
Բացելով փակագծերը, կստանանք՝ 

 2 2 2 2 2 2 0a b a c abc ac ab abc cb c b− − + − + + − < ,
որտեղից էլ կստանանք ապացուցվելիք անհավասարությունը՝ 

 2 2 2 2 2 2a b b c ac a c b a c b+ + < + + :
11. Պայմանի համաձայն ունենք՝ 

 1 2, ,..., nA a B A a B A a B≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ :
Անդամ առ անդամ գումարելով այս անհավասարությունները, 

կստանանք հետևյալ ճիշտ անհավասարությունը՝ 

 1 2 ... nnA a a a nB≤ + + + ≤ :
Ստացված անհավասարությունների բոլոր մասերը բաժանելով  ի 

վրա, կստանանք ապացուցվելիք անհավասարությունը՝ 

 1 2 ... na a aA B
n

+ + +
≤ ≤ :

13. Ըստ պայմանի`

 1 2, ,..., nA a B A a B A a B≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ :
Քանի որ Aն և Bն 1 2, ,..., na a a  ոչբացասական թվերից են, ուստի 

վերևում ունենք ոչ բացասական մասերով նույնիմաստ անհա վա սա
րություններ: Յուրաքանչյուր անհավասարությունը բարձրացնելով քա
ռակուսի, ապա գումարելով ստացվող բոլոր անհավասարությունները, 
կու նենանք ճիշտ անհավասարություն՝ 
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 2 2 2 2 2
1 2 ... nnA a a a nB≤ + + + ≤ :

Ստացվածի բոլոր մասերը բաժանելով nի վրա, ստանում ենք`

 
2 2 2

2 21 2 ... na a aA B
n

+ + +
≤ ≤ :

Ի վերջո, բոլոր մասերից քառակուսի արմատ հանելով, կստանանք 
ապացուցվելիք անհավասարությունը՝ 

 
2 2 2
1 2 ... na a aA B

n
+ + +

≤ ≤ :

16. Առաջին եղանակ: Ունենք՝ 

  
1 2

1 2

1 1 1( ... ) ...n
n

a a a
a a a

 
+ + + + + + = 

 

 3 11 2 1

2 1 3 1 1
... n n

n n

a a aa a an
a a a a a a

−

−

    
= + + + + + + +    

     
:

Նշենք, որ ձախ մասի արտադրյալի փակագծերը բացելուց կստացվի 
2·n n n=  գումարելի, որոնցից n հատը 1եր են: Մնացած գումա րե

լիների ( k

m

a
a

տեսքի թվերի, որտեղ { }, 1; 2; 3;...; ,k m n k m∈ ≠ ) քանակը 

կլինի 2n n− : Հետևաբար, այդպիսի գումարելիների զույգերի (ինչպես 

վերևում խմբավորված են փակագծերով) քանակը կլինի 
2

2
n n−

: 

Քանի որ առանձնացված զույգերը փոխհակադարձ դրական թվեր են, 

ուստի մենք իրավասու կլինենք կիրառելու 
1 2 ( 0)p p
p

+ ≥ >  հայտնի 

անհավասարությունը: Դրա շնորհիվ կունենանք՝ 

 3 11 2 1

2 1 3 1 1
... 2 2 ... 2 ( 1)n n

n n

a a aa a a n n
a a a a a a

−

−

    
+ + + + + + ≥ + + + = −    

     
:

Հետևաբար, 

 2
1 2

1 2

1 1 1( ... ) ... ( 1)n
n

a a a n n n n
a a a

 
+ + + + + + ≥ + − = 

 
:

Ստացվեց այն, ինչ պահանջվում էր ապացուցել: Ապացուցման ընթաց
քից պարզ երևում է, որ այստեղ հավասարության նշան տեղի ունի այն 
և միայն այն դեպքում, երբ 1 2 ... na a a= = = :

Երկրորդ եղանակ: Կիրառենք Կոշիի անհավասարությունը՝ սկզբում 

1 2, ,..., na a a  թվերի, այնուհետև՝ 
1 2

1 1 1, , ...,
na a a

 թվերի համար. 
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 1 2 1 2... ...n
n na a a n a a a+ + + ≥ , 

1 2 1 2

1 1 1 1 1 1... ...n
n n

n
a a a a a a
+ + + ≥ ⋅ ⋅ ⋅ :

Բազմապատկելով ստացված դրական մասերով նույնիմաստ անհա
վա սարությունները, կստանանք ապացուցվելիք անհավասարությունը՝ 

 2
1 2

1 2

1 1 1( ... ) ...n
n

a a a n
a a a

 
+ + + + + + ≥ 

 
:

17. Ի տարբերություն նախորդ առաջադրանքում եղած անհավա սա
րությանը, տրված անհավասարությունն ավելի խիստ է: Դրա համար 
անհրաժեշտ կլինի, այսպես ասած, ավելի «նուրբ» գնահատել ձախ 
մա սի գումարելիները: Այդ նպատակով հարմար է կիրառել հետևյալ 
անհավասարությունը՝ 

 2 2
1 1 4 2 2

(2 1)(2 1) 2 1 2 10,25 k k k kk k
< = = −

− + − +−
:

Այդ անհավասարության շնորհիվ կունենանք՝ 

 2 2 2
1 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2 2... ...

3 5 5 7 2 1 2 1 3 2 1 32 3 n n nn
+ + + < − + − + + − = − <

− + +
:

19. Հետևյալ 1n +  թվերի՝ 
1 1 11,1 , 1 , ...,1
n n n

+ + +  համար կիրառելով թվա

բանական և երկրաչափական միջինների հայտնի կապը (Կոշիի անհա
վասարությունը), կունենանք՝ 

 1

1 1 11 1 1 ... 1
1 1 11 1 1 ... 1

1
n

n n n
n n n n

+

     + + + + + + +                 > ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ +     +      
,

այսինքն՝ 

 11 ( 1) 11
1

n
nn

n n
++ +  > + +  

:

Ստացված անհավասարության երկու մասերը բարձրացնելով  ( 1)n +  
աստիճան, կունենանք ապացուցվելիք անհավասարությունը՝ 

 
11 11 1

1

n n

n n

+
   + > +   +   

:

Նշենք, որ այստեղ, կիրառելով Կոշիի անհավասարությունը, բացառել 

ենք հավասարության նշանը, քանի որ 
11 1
n

≠ +  (հիշենք, որ Կոշիի 

անհավասարության մեջ հավասարության նշան տեղի ունի այն և միայն 
այն դեպքում, երբ բոլոր թվերը միմյանց հավասար են):
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26. Բավականաչափ մեծ nերի համար 
1 1 11 ...
2 3 n

+ + + +  գումարը գնա

հա տենք այսպես. 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 ... 1 ...
2 3 2 3 4 5 6 7 8 9 16n

     + + + + = + + + + + + + + + + +     
     

 1 1
1 1 1 1 1 1 1... ... ... 1

2 4 42 1 2 2 2k k k n− −
   + + + + + + + > + + + +   + +   

 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1... ... ...
8 8 8 8 16 16 16 2 2 2k k k

     + + + + + + + + + + + + + =     
     

 1 1 11 ... 1
2 2 2 2

k

k
= + + + + = +



:

Վերևում, գումարելիները խմբավորելիս, 1k − րդ փակագծում ներառ

ված են 1
1

2 1k− +
ից մինչև 

1
2k  թվերը, որոնց քանակը` 1 12 2 2k k k− −− = : 

Այնուհետև, յուրաքանչյուր փակագծի բոլոր գումարելիները փոխարինվել 
են նրանում եղած գումարելիներից ամենափոքրով՝ վերջին գումարելիով, 
որի շնորհիվ էլ գումարը փոքրացել է: Ինչպիսի p թիվ էլ լինի, միշտ 

կարելի է ընտրել այնպիսի k թիվ, որ 1
2
k

+ ը գերազանցի pն: Ակնհայտ 

է, որ 2 2p − ից մեծ ցանկացած k բնական թիվ (օրինակ, 2 p ) կբավարարի 
այդ պայմանին: Մեր օրինակում, որտեղ 2000p = , բավական է ընտրել՝ 

4000k = : Համապատասխանաբար, 40002n = ի (և, իհարկե, 40002 ից մեծ 
ցանկացած nի) դեպքում 

 1 1 11 .... 2000
2 3 n

+ + + + > :]
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§ 2. ՄԵԿ ՓՈՓՈԽԱԿԱՆՈՎ ԱՆՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄՆԵՐ

1. Անհավասարման հասկացությունը:  
Անհավասարումների համարժեքությունը

Անհավասարումների հետ կապված հիմնական սահմանումները գրեթե 
չեն տարբերվում հա վասարումներին վերաբերվող համապատասխան 
սահ մա  նում ներից:

 ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )A x B x A x B x A x B x A x B x> < ≥ ≤

տեսքի անհավասարություն ները, որտեղ ( )A x ը և ( )B x ը xից կախ
ված արտահայտություններ են, անվանում են x փո փո  խա կա նով անհա
վասարումներ:

x փոփոխականով անհավասարման մասնակի լուծում է կոչվում x 
փոփոխականի յուրաքանչյուր արժեք, որը բավարարում է այդ ան հա
վասարությանը:

Անհավասարման լուծում է կոչվում նրա մասնակի բոլոր լուծումների 
բազմությունը:

Լուծել անհավասարում` նշանակում է գտնել նրա լուծումը կամ ապա
ցուցել, որ այն լուծում չունի:

Ի տարբերություն հավասարման, «արմատ» հասկացությունն անհա
վա սար ման համար չի ներմուծվում:

Միևնույն փոփո խա կա նով եր կու ան հա վա սա րում ներ կոչ վում են հա
մար ժեք ան հա վա սա րում ներ, ե թե նրանց լու ծում նե րի բազ մութ յուն նե րը 
հա մընկ նում են (այլ կերպ ա սած` ե թե նրանք ու նեն միևնույն լու ծում ը): 
Մաս նա վո րա պես, հա մար ժեք են հա մար վում նաև լու ծում չու նե ցող եր կու 
անհավասա րումներ:

Այն փաստը, որ 1 1( ) ( )A x B x>  և 2 2( ) ( )A x B x>  անհավասարումները 
հա մարժեք են, համառոտ գրառվում է այսպես` 

 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )A x B x A x B x> ⇔ > :
Հավասարումներ լու ծե լիս պար տա դիր չեն հա մա րում լուծ ման ըն

թաց քում ա մե նու րեք պահ պա նել հա մար ժե քութ յու նը. այն տեղ հիմ նա կա
նում ստա  նում են տրվա ծին հետևանք հա վա սա րում ներ, որ տեղ միայն 
կա րող են ա ռա ջա նալ կողմ նա կի ար մատ ներ, ո րոնք էլ հայտ նա բեր վում 
են ստու գու մով:

Ան հա վա սա րում նե րը լու ծե լիս, հիմնականում ստա նում են ան վերջ 
բազ մու թյուններ (մի ջա կայք կամ մի ջա կայ քե րի միա վո րում), ո րի պատ ճա
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ռով էլ անհնար է դառնում մասնակի լու ծում նե րի ստու գու մը` անմիջական 
տեղադրությամբ: Այդ նկա տա ռու մով էլ, ի տար բե րութ յուն հա վա սա րում
նե րի, ան հա վա սա րու մը լու ծե լիս անհ րա ժեշտ է բո լոր քայ լե րում պահ
պա նել հա մար ժե քութ յու նը:

Ապացուցելու համար, որ տրված եր կու ան հա վա սա րում նե րը հա մար
ժեք չեն, բա վա կան է նշել փո փո խա կա նի այն պի սի ար ժեք, որն այդ եր կու 
ան հա վա սա րում նե րից մե կի լու ծում է, իսկ մյու սին` ոչ: Օ րի նակ, 

 2 1 11x
x x

+ < +  և 2 1x <

անհավասարումները համարժեք չեն, քանի որ 0x = ն բավարարում է 
երկրորդ անհավա սար մանը, իսկ առաջինին չի բավարարում:

Անհավասարումների համարժեքությունը հիմնավորելու համար ավելի 
հա ճախ օգտվում են ստորև ձևակերպված հիմնական կանոններից ու 
թեո րեմ ներից, որոնք բխում են թվային անհավասարությունների հայտնի 
հատ կու թյուն ներից:

Ակնհայտ է, որ ( ) ( )A x B x>  և ( ) ( )B x A x<  անհավասարումները 
հա մար ժեք են: ( ) ( )A x B x≥  անհավասարումը տեղի ունի xի այն և 
միայն  այն ար ժեք նե րի դեպ քում, ո րոնց հա մար` կա՛մ ( ) ( )A x B x=  կա՛մ 

( ) ( ) :A x B x>  Նշանակում է՝ ( ) ( )A x B x≥  անհա վա սար ման լուծումը բերվում 
է ( ) ( )A x B x>  անհավա սար ման և ( ) ( )A x B x=  հավա սար ման լուծ մա նը: 
Նշված փաս տե րը թույլ են տա լիս այստեղ սահմանափակվել ( ) ( )A x B x>  
տեսքի անհավասարման դիտարկմամբ:

( ) ( )A x B x>  անհավասարման թույլատրելի արժեքների բազմու
թ յուն (ԹԱԲ) կոչվում է x փոփոխականի բոլոր այն արժեքների բազ
մությունը, որոնց դեպքում որոշված են (իմաստ ունեն) և՛ ( )A x ը, և՛ 

( )B x ը, այսինքն` այդ արտահայտութ յուն նե րի թույ լատ րե լի ար ժեք նե
րի բազ մութ յուն նե րի հա տու մը: Նշա նա կենք այդ բազմությունը Xով: 
Նշենք, որ անհավասարման լուծումների բազմությունը Xի (ԹԱԲի) են
թաբազմությունն է:

Թեորեմ 1: Եթե անհավասարման երկու մասերին ավելացնենք միև
նույն ( )C x  արտահայտությունը, որը որոշված է բոլոր x X∈  ար   ժեք  
նե րի դեպ քում, ա պա կստաց վի տրվա ծին հա մար ժեք ան հա վա սարում:

Այդպիսով, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A x B x A x C x B x C x> ⇔ + > + , եթե ( )C x ը բա վա
րարում է թեորեմի պայմանին:

Այս թեորեմից, մասնավորաբար, հետևում է`
ա) ( ) ( ) ( ) ( ) 0A x B x A x B x> ⇔ − > ,
բ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A x C x B x A x B x C x+ > ⇔ > − :
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Թեորեմ 2: Եթե անհավասար ման եր կու մա սե րը բազ մա պատ կենք 
(կամ բա ժա նենք) այնպիսի ( )C x  արտահայտությամբ, որն Xին պատ
կանող բոլոր xերի դեպքում դրական է, ապա կստացվի տրվածին 
համարժեք անհավասարում:

Այդպիսով,   

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A x B x x C x B x C x> ⇔ ⋅ > ⋅   ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

A x B xA x B x
C x C x

  > ⇔ >   
, 

եթե ( )C x ը բավարարում է թեորեմի պայմանին: 
Հետևանք: Եթե անհավասարման երկու մասերը բազ մա պատ կենք 

(բաժանենք) միևնույն դրական թվով (թվի), ապա կստացվի տրվածին 
հա մար  ժեք անհավասարում:

Թեորեմ 3: Եթե անհավասարման երկու մասերը բազմապատ կենք 
(բաժանենք) միևնույն ( )C x  արտահայտությամբ, որը բոլոր x X∈  ար
ժեք ների դեպքում բա ցա սա կան է, և անհավասարման նշանը փոխա րի
նենք հակառակ նշանով, ապա կստացվի տրվածին համարժեք անհա
վա սարում:

Այդպիսով, եթե ցանկացած x X∈  դեպքում ( ) 0C x < , ապա 

 ( ) ( ) ( ) · ( ) ( ) · ( )A x B x A x C x B x C x> ⇔ <  ( ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

A x B xA x B x
C x C x

> ⇔ < ): 

Հետևանք: Եթե անհավասարման երկու մասերը բազմա պատ կենք 
(բաժանենք) միևնույն բացասական թվով (թվի) և անհավասարման 
նշա նը փոխարինենք հակառակ նշանով, ապա կստացվի տրվածին 
համար ժեք ան հավասարում:

Թեորեմ 4: Դիցուք, X բազմության ցանկացած xի դեպքում ( ) 0A x ≥  
և ( ) 0B x ≥ : Եթե ( ) ( )A x B x>  անհավասարման երկու մա սերը բարձ
րացնենք միևնույն բնական աստիճան, ապա կստաց վի տրվածին համ
արժեք անհավասարում:

Այսպիսով, եթե ցանկացած x X∈  թվի դեպքում ( ) 0A x ≥  և ( ) 0B x ≥  
և n N∈ , ապա 

 ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))n nA x B x A x B x> ⇔ > :
Դիտողություն: Կենտ n-երի դեպքում, առանց սահմանափակում նե րի, 

կարող ենք պնդել`  

 ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))n nA x B x A x B x> ⇔ > :
Ապացուցեք ինքնուրույն:
Մասնավորապես` 
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 ( ) 0 ( ( )) 0nA x A x> ⇔ >  և ( ) 0 ( ( )) 0nA x A x< ⇔ < ,
այսինքն` ցանկացած կենտ բնական nի դեպքում, երբ ( ) 0A x ≠ , ապա 

( )A x ը և ( ( ))nA x ը միևնույն նշանի են: Վերջին փաստը հնարա վո
րություն է տալիս ան հա վա սա րումները լուծելիս, որոշ դեպքերում, 
( ( ))nA x  բազմապատկիչը, որ տեղ nը կենտ թիվ է, փոխարինել ( )A x ով 
(կամ` հակառակը):

Օրինակ, 
7

33

( 3) ( 2) 0
2 1(4 1)
x x
x x
− +

<
+ +

 անհավասարումը կարելի է փոխա րինել 

իրեն համարժեք 
( 3)( 2) 0

(2 1)(4 1)
x x
x x
− +

<
+ +

 անհավասարումով:

Անհավասարումների համարժեքության հասկացությունը, նրա վերա
բեր յալ թեորեմներն առավել հասկանալի դառնալու համար բերենք մի 
քանի օրի նակներ:

Պարզաբանենք, համարժե՞ք են արդյոք հետևյալ անհավասարումները.
1) 2x x>  և 1x > : Ո՛չ, քանի որ 1x = − ը առաջին անհավասարման 

մասնակի լուծում է, իսկ երկրորդի համար` ոչ:

2) 
3 7 5

2
x
x
−

≥
+

 և 3 7 5( 2)x x− ≥ + : Ո՛չ, քանի որ 4x = − ը բավարարում 

է առաջին անհավասարությանը, բայց չի բավարարում երկրորդին:

3) 2

4 6 2
1

x
x x

+
<

− +
 և 24 6 2( 1)x x x+ < − + : Համարժեք են, քանի որ 

երկ  րորդ անհա վա սարումը ստացվել է առաջինից` նրա երկու մասերը 
բազ  մապատկելով ցանկացած xի դեպքում դրական արժեքներ ընդու
նող 2 1x x− +  մեծությամբ (թեորեմ 2): Վերջին փաստը հետևում է 

2
2 1 31

2 4
x x x

  − + = − +  
 

 նույնությունից:

4) 6 2 1x x− ≥ +  և 26 2 ( 1)x x− ≥ + : Համարժեք են, քա նի որ ա ռա
ջին անհավասար  ման ԹԱԲի բոլոր xերի դեպքում նրա երկու մասերը 
ոչբացասական են, և երկրորդ ան հավասարումը ստացվել է նրա նից` 
երկու մասերը բարձրացնելով քառակուսի (թեորեմ 4):

5) 2 5 1x x+ > +  և 22 5 ( 1)x x+ > + : Համարժեք չեն, քանի որ 2x = −
ն առաջին անհավասարման մասնակի լուծում է, սակայն երկրորդ ան
հավա սար մանը չի բավարարում:

6) 2| 3 7 | | 5 8 |x x− ≤ +  և 2 2 2(3 7) (5 8)x x− ≤ +  անհավասարումները հա
մար ժեք են, քանի որ ցան կացած xի դեպքում առաջին անհավասարման 
երկու մասերը  ոչբացասական են և երկրորդ անհավասարումը ստացվել 
է նրանից` երկու մասերը քառակուսի բարձրացնելով (թեորեմ 4):
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Ինչպես հայտնի է, նույնա կան ձ ևա փո խութ յան դեպքում հնա րա վոր է, 
որ կա տար վի ար տա հայ տութ յան ԹԱԲի փո փո խութ յուն: Օ րի նակ, նման 
ան դամ նե րի միաց ման, կո տո րակ նե րի կրճատ ման հետևան քով կա րող է 
տե ղի ու նե նալ ար տա հայ տութ յան ԹԱԲի ընդ լայ նում: Հետևա բար, ան
հա վա սա րու մը լու ծե լու ըն թաց քում կա տար վող նույ նա կան ձ ևա փո խութ
յու նը կա րող է խախտել համարժեքությունը:

Օրինակ 1: 1 2 1 4x x x− + > − −  անհավասարման  եր կու մա սե  րին 

ա վելաց նե լով միևնույն ( ) 1x xϕ = − −  արտահայտությունը, կստա նանք 

1 2 1 1 4 1x x x x x− + − − > − − − −  անհավասարու մը, ո րը հա մար ժեք 
է տրվա ծին (թեո րեմ 1): Այ նու հետև, նման ան դամ նե րի միա ցու մից հետո 
կունենանք` 2 4x > − , այսինքն` 2x > − : Սակայն տրված անհավասարումը 
լուծում ունի միայն 1x ≥  պայմանով: Այստեղ նման անդամների 
միացումից հետո ընդարձակվեց ԹԱԲը` [1; )∞ ից ընդլայնվեց մինչև 

( ; )R = −∞ +∞ ը, որի պատճառով էլ խախտվեց համարժեքությունը:

Օրինակ 2: 
( 3)( 1) 0

3
x x

x
− +

>
−

 անհավասարման ձախ մասի կոտո րակը 

կրճատելով ( 3)x − ով, կունենանք 1 0x + > , որտեղից` 1x > − : Ակ նհայտ է, 
որ 3x = ը ստացված ան հա վասարման մասնակի  լու ծում է, բայց տրված 
ան հա վա սար ման մասնակի լու ծում չէ (ա վե լին` չի պատ կա նում նրա ԹԱԲ
ին): Այս պի սով, կրճա տման հետևան քով խախտ վեց հա մար ժե քութ յու նը:

 Հարցեր

1. Ո՞րն է փոփոխականով անհավասարման հասկացության սահ մա
նումը:

2. Ի՞նչն են անվանում անհավասարման մասնակի լուծում:

3. Ի՞նչն են անվանում անհավասարման լուծում:

4. Ո՞ր անհավասարումներն են կոչվում համարժեք:

5. Ի՞նչ թեորեմներ կան անհավասարումների համարժեքության վերա
բերյալ:

 Առաջադրանքներ

 Հետազոտել համարժեքության առումով (2932)

29. ա) 
1 12 3

4 4
x

x x
+ > +

− −
  և 2 3x > , 
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 բ) 
1 12 3

4 4
x

x x
+ > +

+ +
  և 2 3x > :

30. ա) 2 2x x x+ < +   և 2 2x < , 

 բ) 2 6 15 6x x x+ − > + −   և 2 15x > :

31. ա) 2 2( 2) ( 2)x x x+ < +   և 2 2x x< + , 

 բ) 
3

2

(2 7)( 3) 0
9

x x
x
+ +

≥
−

 և 
2 7 0

3
x
x
+

≥
−

:

32. ա) 2(4 5)( 3) 0x x− + >   և 4 5 0x − > :

 բ) 2( 4)(4 3 ) 0x x+ − ≤  և 4 3 0x− ≤ :

33. Ապացուցել, որ եթե nը կենտ թիվ է, ապա. 

 ա) ( ( )) ( ( )) 0 ( ) ( ) 0n nf x g x f x g x+ > ⇔ + > ,

 բ) ( ( )) ( ( )) 0 ( ) ( ) 0n nf x g x f x g x+ < ⇔ + < :

2. Մեկ փոփոխականով անհավասարումների  
համակարգեր և համա խմբեր

Ասում են, որ մեկ փո փո խա կա նով մի քա նի ան հա վա սա րում ներ կազ
մում են ան հա վա սա րում նե րի հա մա կարգ, ե թե պա հանջ վում է գտնել 
փո փո խա կա նի բո լոր այն ար ժեք նե րը, ո րոնք միա ժա մա նակ բա վա րա
րում են այդ ան հա վա սա րում նե րից յու րա քանչ յու րին:

Սահ մա նու մից հետևում է, որ ան հա վա սա րում նե րի հա մա կար գի լու
ծում  նե րի բազ մու թյունն այդ հա մա կար գը կազ մող բո լոր ան հա վա սա
րում նե րի լու ծում նե րի բազ մութ յուն նե րի հա տումն է:

Եթե 1 1( ) ( )A x B x>  և 2 2( ) ( )A x B x>  անհա վա սա րում նե րը կազ մում են 
ան հա վա սա րում նե րի հա մա կարգ, ա պա նրանք գրվում են սյու նա կի տես
քով` ձ ևա վոր փա կագ ծի օգ նութ յա մբ.

 1 1

2 2

( ) ( ),
( ) ( ) :

A x B x
A x B x

>
 >

Որոշ դեպքերում համակարգ կազմող անհավասարումները կարելի է 
գրել մեկ տողով: Այսպես, եթե ( ) ( )A x B x>  և ( ) ( )A x C x<  անհավասա րում
նե րը կազմում են համակարգ, ապա այդ համակարգը կարելի է գրառել, 
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այս պես կոչ ված, կրկնակի անհավասարման տեսքով` ( ) ( ) ( )B x A x C x< < :
Ասում են, որ մեկ  փո փո խա կա նով մի քա նի ան հա վա սա րում ներ կազ

մում են ան հա վա սա րում նե րի հա մա խումբ, ե թե պա հանջ վում է գտնել 
փո փո խա կա նի բո լոր այն ար ժեք նե րը, ո րոն ցից յու րա քանչ յու րը բա վա
րա րում է այդ ան հա վա սա րում նե րից գո նե մե կին:

Սահ մա նու մից հետևում է, որ ան հա վա սա րում նե րի հա մախմ բի լու
ծում նե րի բազ մութ յու նն այդ հա մա խում բը կազ մող ան հա վա սա  րում  նե րի 
լու ծում նե րի բազ մութ յուն նե րի միա վո րումն է:

Եթե 1 1( ) ( )A x B x>  և 2 2( ) ( )A x B x>  անհավասարումները կազմում են 
համախումբ, ապա նրանք գրառվում են կամ սյունակով` ուղղանկյունաձև 
փա կագծի օգնությամբ` 

 1 1

2 2

( ) ( ),
( ) ( ),

A x B x
A x B x

 > >

կամ մեկ տողում` «,» նշանի միջոցով` 

 1 1( ) ( )A x B x> , 2 2( ) ( )A x B x> :

Յուրաքանչյուր ( ) ( )A x B x≥  ոչ խիստ անհավասարումը ( ) ( )A x B x>  
խիստ անհավասարման և ( ) ( )A x B x=  հավասարման հա մա խումբ է և 
դրա համար էլ կարող է գրվել հետևյալ տեսքերից մեկով. 

 
( ) ( ),
( ) ( ),

A x B x
A x B x

>
 =

 կամ` ( ) ( )A x B x> , ( ) ( )A x B x= :

Յուրաքանչյուր ( ) ( )A x B x≠  «ոչ հավասարությունը» կարելի է գրել 
եր կու խիստ անհա վա սարումների տեսքով. 

 
( ) ( ),
( ) ( ),

A x B x
A x B x

>
 <

 կամ` ( ) ( )A x B x> , ( ) ( )A x B x< :

Ասում են, որ մեկ փոփո խա կա նով մի քա նի ան հա վա սա րում նե րի հա
մա կար գեր կազ մում են ան հա վա սա րում նե րի հա մա կար գե րի հա մա
խումբ, ե թե պա հանջ վում է գտնել փո փո խա կա նի բո լոր այն ար ժեք նե րը, 
ո րոն ցից յու րա քանչ յու րը բա վա րա րում է այդ հա մա կար գե րից առն վազն 
մե կին: 

Ան հա վա սա րում նե րի հա մա կար գե րի (հա մախմ բի) հա մար ժե քութ յան 
հաս  կա ց  ութ յու նը սահ ման վում է այն պես, ինչ պես ան հա վասարումների 
հա մար ժե քությունը:
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 Հարցեր

1. Բացատրել՝ «մեկ փոփոխականով մի քանի անհավասա րում ների 
համախմբի» հասկացության իմաստը:

2. Բացատրել՝ «մեկ փոփոխականով մի քանի անհավասարումների 
համակարգի» հասկացության իմաստը:

 Առաջադրանքներ

 Ճի՞շտ է, արդյոք, պնդումը (3438)

34. ա) 
5 0,

( 5)( 7) 0
7 0;

x
x x

x
− >

− + < ⇔  + <
 

 բ) 
5 0,

( 5)( 7) 0
7 0 :

x
x x

x
− <

− + < ⇔  + <

35. ա) 
0,

( 3) 0
3 0;

x
x x

x
≥

+ ≥ ⇔  + ≥
 բ) 

0,
( 3) 0

3 0 :
x

x x
x
≥

+ ≥ ⇔  + ≥

36. ա) 2 6,
36

6;
x

x
x
≥

≥ ⇔  ≥ −
  բ) 2 6,

36
6 :

x
x

x
≥

≥ ⇔  ≤ −

37. ա) 2 13,
13

13;

x
x

x

 ≤≤ ⇔ 
≤ −

  բ) 2 13,
13

13 :

x
x

x

 ≤
≤ ⇔ 

≥ −

38. ա) 2 10,
100

10;
x

x
x
≥

≥ ⇔  ≤ −
  բ) 2 10,

100
10 :

x
x

x
≤

≤ ⇔  ≥ −

3. Ռացիոնալ անհավասարումներ:  
Միջակայքերի մեթոդը

Դիտարկենք այնպիսի անհավասարումներ, որոնք պարունակում են 

մի այն ( ) ( )p x q x± , ( ) ( )p x q x⋅  կամ ( )
( )

p x
q x

 տեսքի արտահայտություններ, որ

տեղ ( )p x ը և ( )q x ը բազ մ անդամներ են: Ընդունված է այդպիսի անհա
վա սա րում ներն անվանել ռացիոնալ ան հա վա սա րումներ:

Ռացիոնալ անհավասարումների օրինակներ են`
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 3(2 ) 4x x− ≤ , 2 22 3( 1)x x x− > + , 1 58 ( 1) 3x x
x x

 − ≤ − − 
 

, 
24 5 7

2 5
x x
x x

−
≥

+ −
:

Յուրաքանչյուր ռացիոնալ անհավասարում կարելի է բերել իրեն հա
մար ժեք ստանդարտ տեսքի հետևյալ անհավասարումներից մեկին.

 ( ) 0; ( ) 0; ( ) 0; ( ) 0;A x A x A x A x> < ≥ ≤  (1)

 
( ) ( ) ( ) ( )0; 0; 0; 0,
( ) ( ) ( ) ( )

A x A x A x A x
B x B x B x B x

> < ≥ ≤  (2)

որտեղ ( )A x ը և ( )B x ը բազմանդամներ են կամ` բազմանդամների ար
տադր յալ: Այդպիսի անհավասարումները հաճախ հաջողվում է լուծել, 
այսպես կոչված, միջակայքերի եղա նա կով: Միջակայքերի մեթոդի էու
թյու նը հետևյալն է:

Թվային ուղղի վրա նշում են ( ) 0A x =  և ( ) 0B x =  հավասա րում նե րի 
բո լոր ար մատ նե րը: Թվա յին ու ղի ղը այդ  կե տե րով տրոհ վում է վեր ջա վոր 
թվով մի ջա կայ քե րի: Մի ջա կայ քե րից յու րա քանչ յու րում ( )A x ը և ( )B x ը 
պահ պանում են որոշակի նշան (այս կարևոր փաստի հիմնավորումը 
ըն թեր ցողը կհանդի պի հետագայում, ան ընդ հատ ֆունկ ցի աների հատ
կու թյուն ները թեման ուսումնասիրելիս): Հետևաբար, այդ միջա կայք երից 
յուրա  քանչյուրի վրա (1) կամ (2) տեսքի անհավասարումներից յուրաքան
չյու րի ձախ մասի նշանը որոշակի է. այն (նշանը) որոշելու համար 
բավական է տվ յալ միջակայքից վեր ցնել որևէ թիվ և որոշել ( )A x ի (կամ 

( )
( )

A x
B x

ի) նշանը այդ արժեքի դեպքում: Ինչ վերա բերվում է ( )A x ի ար

մատներին, ապա խիստ անհավասարման (> կամ < նշան նե րով) դեպքում, 
դրանք, ակնհայտո րեն, չեն պատ կանում լուծումների բազմությանը, իսկ 
ոչ խիստ անհավա սար ման (≥  կամ ≤  նշաններով) դեպքում ( )A x ի ա մեն 
մի ար մա տը ընդգրկ վում է լու ծում նե րի բազ մութ յան մեջ, պայմանով, որ 
այն ( )B x ի արմատ  չէ: Ակն հայտ է, որ ( )B x ի ոչ մի արմատ չի կարող 
բավարարել անհավասարմանը, քանի որ այդպիսի արժեքներից յուրա

քան չյուրի դեպքում 
( )
( )

A x
B x

 արտահայ տու թյունը որոշված չէ (անհավա

սար ման ԹԱԲին չեն պատկանում):
Դիտողություն: Չպետք է կարծել, թե ցանկացած ռացիո նալ անհա վա  սա-

րում կարելի է լուծել միջակայքերի մեթոդով: Միջակայքերի մե թո դը կի րա ռելի է 
միայն այն դեպքում, երբ հայտ նի են ( )A x  և ( )B x  բազ մանդամների արմատների 
բազմությունը «մասնա վորաբար, այն կարող է լինել դա տարկ»: Սակայն, միշտ չէ, 
որ հնարավոր է գտնել տվյալ բազ մանդամի արմատները:
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Օրինակ 1: Լուծենք 3 4 0x x− <  անհավասարումը:
Լուծում: Գտնենք անհավասարման ձախ մասի` 3( ) 4P x x x= −  բազ  ման

դամի ար մատ ները, նախապես այն ներկայացնելով գծային բազմա պատ
կիչ ների արտադրյալի տեսքով` ( 2)( 2) 0x x x− + = : Այստեղից կունե նանք` 

2; 0; 2x x x= − = = : Ստացված կետերով թվային ուղիղը տրո հվում է չորս 
միջակայքերի` ( ; 2)−∞ − , ( 2;0)− , (0;2) , (2; )∞ : Որոշենք ( )P x  ֆունկ ցիայի 
նշանը այդ միջակայքերից յուրաքանչյուրում: ( ; 2)−∞ −  միջա կայ քից վերց
նելով 3x = − ը կնկատենք, որ ( 3) 0P − < , նշանակում է` այդ միջակայ քում 

( ) 0P x < : ( 2;0)− ից վերցնելով 1x = − , կունենանք` ( 1) 0P − > , նշա նա կում 
է` այդ մի ջա կա յքում ( ) 0P x > : Վարվելով նույն կերպ, կունենանք` (0;2)

2
 + +

0 2

Նկ. 9

միջակայքում ( ) 0P x <  և (2; )∞  միջակայքում ( ) 0P x > : Ստացված ար դյուն
ք ները պայմանականորեն պատկերենք թվային ուղղի վրա (նկ. 9):

Մեզ անհրաժեշտ է լուծել ( ) 0P x <  անհավասարու մը: Վե րո հիշ յալ դա
տո ղութ յուն նե րից պարզ երևում է, որ այդ ան հա վա սա րու մը տե ղի ու նի 
միայն ( ; 2)−∞ −  և (0;2)  մի ջա կայ քե րում: Այդ մի ջա կայ քե րի միա վո րումն 
էլ ի րե նից կներ կա յաց նի տրված ան հա վա սար ման մասնակի լու ծում նե
րի բա զմությունը: Պատասխանը կարելի է գրել հետևյալ եր կու ձևերից 
մեկով.

 ( ; 2) (0;2)−∞ −   կամ` 2; 0 2x x< − < < :

Օրինակ 2: Լուծենք 
2

2

5 4 0
9

x x
x
− +

>
−

 անհավասարումը:

Լուծում: Անհավասարման ձախ մա սի կո տո րա կի հա մա րի չը և հայ
տա րա րը վեր լու ծե լով գծա յին բազ մա պատ կիչ նե րի, կու նենանք`

 
( 1)( 4) 0
( 3)( 3)
x x
x x
− −

>
+ −

 (1)

Թվային ուղղի վրա պատկերենք համարիչը և հայտարարը զրո 
դարձ նող xերի արժեքները` 3; 1; 3; 4x x x x= − = = = : Ի տարբերություն 
օրի նակ 1ի, այստեղ կվարվենք այլ կերպ (ի դեպ, գործնականում ավելի 
կիրառելի): Այդ կետերով թվային ուղիղը տրոհվում է հինգ միջակայքերի: 
Նկատենք, որ 4x >  դեպքում համարիչի և հայտարարի բոլոր գծային 
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ար տա դրիչները դրական են, հետևաբար (4; )∞  միջակայքում (1) հավա
սար ման ձախ մասի արտահայտությունը` ( ) 0A x > : Եթե x փոփոխականը 
(4; )∞  միջա կայքից անցնում է (3;4)  միջակայք, ապա նշված գծային ար
տադրիչներից մի այն ( 4)x − ն է փոխում իր նշանը, ուստի այդ միջա
կայ քում ( ) 0A x < : Այնու հետև, եթե xը գտնվի (1;3)  միջա կայ քում, միայն 
( 3)x −  արտադրիչը կփոխի իր նշանը, հետևաբար, այդ միջա կայքում 

( ) 0A x > : Նույն դատողությամբ կունենանք` ( 3;1)−  միջակայքում ( ) 0A x <  
և ( ; 3)−∞ −  միջակայքում ( ) 0A x > :

Թվային ուղղի նշված կետերով անցկացնենք կոր գիծ (նշանների 
կոր), այնպես, որ այն միջակայքում, որտեղ ( ) 0A x > , կորի համապատաս
խան մասն ընկած լինի

3 1 3 4

Նկ. 10

թվային ուղղից վերև, իսկ այն մի ջա կայ քում, որ տեղ ( ) 0A x < , համապա
տասխան մասե րը` ներքևում (նկ. 10): Քանի որ մեզ անհրաժեշտ է լու ծել 

( ) 0A x >  ան հավասարու մը, ուս տի տրված ան հա վա սար ման լու ծում նե  րի 
բազ մու թյու նը (ո րը ստվա րա գծ ված է) կլինի` 

 ( ; 3) (1;3) (4; )−∞ − ∞ 
:

Օրինակ 3: Լուծենք 
4 5

2 3

( 1)( 2) ( 3) ( 6) 0
( 7)

x x x x
x x

− + − +
≤

−
 անհավա սա  րումը:

Լուծում: Կետ 1ի թեորեմ 4ի վերաբերյալ արված դիտողության 

հա մա ձայն 5( 3)x −  և 3( 7)x −  բազմապատկիչները կարելի է փոխա րինել, 
համապատասխա նաբար, ( 3)x − ով և ( 7)x − ով. 

 
4

2

( 1)( 2) ( 3)( 6) 0
( 7)

x x x x
x x

− + − +
≤

−
:

Ակնհայտ է, որ անհավասարման ձախ մասի կոտորակի համարիչի 
զրո ները` 6; 2; 1; 3− −  թվերը բավարարում են անհավասարությանը: 
Թվա յին ուղ ղի վրա նշենք հա մա րի չի և հայ տա րա րի զրո նե րը, ընդ 
ո րում հայ տա րա րի զրո ները կնշենք լուսավոր օղակներով (այդ կետերը 
չեն պատկանում լուծում ների բազմությանը): Նկատենք, որ 4( 2)x +  և 

2x  բազմապատկիչները չեն փոխում իրենց նշանները (ցանկացած xի 
դեպքում այդ մե ծութ յուն նե րը ոչ բա ցա սա կան են): Ել նե լով նա խորդ 
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օ րի նա կի լուծման ընթացքի պարզ դա տո ղութ յուն նե րից, հեշտությամբ 
կգծենք նշան նե րի կորը (նկ. 1): 

6 2 0 1 3 7

Նկ. 1

Հետևաբար, տրված անհավասարման լուծումն է`

 [ 6;0) (0;1] [3;7)−   :
Ներկայացնենք այդ անհավասարման լուծման ընթացքի համառոտ 

գրառումը.

 

4 5

2 3

2;
( 1)( 2) ( 3) ( 6) 0,0

( 7) ( 1)( 3)( 6) 0
7

2;
2;

[ 6;0) (0;1] [3;7) :0,
[ 6;0) (0;1] [3;7)

[ 6;1] [3;7)

x
x x x x x

x x x x x
x

x
x

xx
x

x

= −
− + − + ≠≤ ⇔ ⇔− − − +

≤ −
= −

= −⇔ ⇔ ⇔ ∈ −≠  ∈ −  ∈ −

 

 



Օրինակ 4: Լուծենք 2 3

1 2 1 2
1 1 1

x
x x x x

−
− ≤

+ − + +
 անհավա սա րումը:

Լուծում: Տրված անհավասարումն արտագրենք այսպես` 

 2 3

1 2 1 2 0
1 1 1

x
x x x x

−
− − ≤

+ − + +
,

որը համարժեք է տրվածին (թեորեմ 1):
Ձախ մասը ներկա յաց նենք ի րեն նույ նա բար հա վա սար մեկ կո տո րա կի 

տես քով (ո րով չի խախտ վում հա մարժեքությունը).

 
2

3

1 2( 1) 1 2 0
1

x x x x
x

− + − + − +
≤

+
:

Համարիչում նման անդամ նե րի միա ցու մից հե տո (ո րով ևս  չի խախտ
վում հա մար ժե քութ յու նը), կու նե նանք`

 
2

3

2 0
1

x x
x
− −

≤
+

:  (1)
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Դժվար չէ նկատել, որ 3 1x +  և 1x +  արտահայտություններն ունեն 
միև նույն նշանը:

Հետևաբար, (1) անհավասարումը համարժեք է հետևյալ անհավասար
մանը`

 
2 2 0

1
x x

x
− −

≤
+

: (2)

Քանի որ 2 2x x− −  եռանդամի արմատներն են 1ը և 2ը, ուս տի (2) 
ան հա վա սա րու մը հա մար ժեք է հետևյալ ան հա վասարմանը` 

 ( 1)( 2) 0
1

x x
x

+ −
≤

+
:

Վերջին անհավասարման ձախ մասի կոտորակը կրճատելով ( 1)x +
ով, 1x ≠ −  պայ մա նով կունենանք դրան համարժեք անհավասարում`

 2 0x − ≤ , որտեղից` 2x ≤ :
Այսպիսով, տրված անհավասարման լուծումն է` ( ; 1) ( 1;2]−∞ − − :
Օրինակ 2ի լուծման համառոտ գրառումը կատարեք ինքնուրույն:

 Հարցեր

1. Ո՞ր անհավասարումներն են անվանում ռացիոնալ:

2. Ռացիոնալ անհավասարումների լուծման ի՞նչ հայտնի մեթոդ կա:

 Առաջադրանքներ

 Լուծել անհավասարումները (3949).

39. ա) 2( 5) 0x x − > ,   բ) 2( 3)( 4) 0x x+ − < :

40. ա) (5 2)( 3)(6 ) 0x x x− + − < ,   բ) 2( 2) ( 5)(2 9) 0x x x− + − ≥ :

41. ա) 3 5 4(3 2)( 3) ( 1) ( 2) 0x x x x− − + + < , բ) 2 3(2 5)( 4)( 8) 0x x x− − + ≤ :

42. ա) 3 64 0x x− > ,   բ) 2 7 3x x− < :

43. ա) 2 5 7 0x x− + > ,   բ) 4 3 28 12 0x x x+ + ≥ :

44. ա) 2( 5)( 1) 0x x x− − + < , բ) 2 3 4( 1)( 1)( 1)( 1) 0x x x x− − − − ≤ :

45. ա) 
( 2)(5 2) 0

4
x x

x
+ −

>
−

, բ) 
( 1)( 3)( 5) 0
(1 )(3 )(5 )
x x x

x x x
+ + +

>
− − −

:
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46. ա) 2 2 2(2 5)( 9)( 3 ) 0x x x x x− − − − ≤ , բ) 
2 2

2

( 3 4)( 16) 0x x x
x x

+ − −
<

+
:

47. ա) 
3 2 3
2 3

x
x
−

<
−

, բ) 
1 1

3x
< :

48. ա) 
2

2

2 18 4 2
9 8

x x
x x

+ −
>

+ +
, բ) 2

7 2 1
2 3

x
x x

−
≥

− +
:

49. ա) 
2 1 3

1 1x x
− >

− +
, բ) 

1 2 3
1 3 2x x x
+ >

+ + +
:

 4. Մոդուլով անհավասարումներ

Այսպես են  ան վա նում այն ան հա վա սա րում նե րը, ո րոնց մեջ առ կա են 
փո փո խա կա նը մո դու լի նշա նի տակ պա րու նա կող ար տա հայ տութ յուն ներ:

Բո լոր այն նկա տա ռում նե րը, որ ար վել են մո դու լով հա վա սա րում նե րը 
լու     ծե լիս ու ժի մեջ են նաև այս տեղ:

Նշենք մո դու լով ան հա վա սա րում նե րին վե րա բեր վող մի քա նի փաս
տեր, որոնք լայնորեն կիրառվում են այդպիսի անհավասարումներ լուծե
լիս:

1) Եթե 0a < , ապա ( )f x a<  անհավասարումը լուծում չունի, քանի 
որ ցան  կա  ցած թույլատրելի xի դեպքում ( ) 0f x ≥ :

2) Եթե 0a < , ապա ( )f x a>  անհավասարման լուծումների բազմու
թյունը նրա ԹԱԲն է:

3) Եթե 0a > , ապա 

 
( ) ,

( )
( ) :

f x a
f x a

f x a
<

< ⇔  > −
 (1)

4) Եթե 0a > , ապա ( )
( )
( )

,

:

f x a
f x a

f x a

 < −
> ⇔ 

>
:

5) ա) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2
f x g x f x g x< ⇔ < ,

 բ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2
f x g x f x g x> ⇔ > :

6) ա) ( ) ( )
( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

0, 0,

; ;

f x f x
f x g x

f x g x f x g x

 ≥ < > ⇔  
> − >  

 բ) ( ) ( )
( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

0, 0,

; :

f x f x
f x g x

f x g x f x g x

 ≥ < < ⇔  
< − <  
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6)ի ա) և բ) տեսքի անհավասարումները լուծելիս կարելի է օգտվել 
նաև հետևյալ պնդումներից՝ 

 
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

,

:

f x g x
f x g x

f x g x

 < −
> ⇔ 

>

 
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

,

:

f x g x
f x g x

f x g x

 << ⇔ 
> −

Օրինակ 1: Լուծենք |1 5 | 3 9x x− < +  անհավասարումը:
Լուծում: 1ին եղանակ: Ելնելով 6)ի բ) հատկությունից, կարող 

ենք գրել` 

 

1 5 0, 1 5,
1 5 3 9; 1; 1 1 5,

1 5 3 9 ( 1;5) :
1 5 51 5 0, 1 5,

5 1 3 9 5

x x
x x x x

x x x
xx x

x x x

 − ≥ ≤ 
  − < + > − − < ≤  − < + ⇔ ⇔ ⇔ ⇔ ∈ −  < <− < >    − < + <   

2րդ եղանակ: Լուծենք` ելնելով (6 )′′  պնդումից. 

 
1 5 3 9, 1,

|1 5 | 3 9 ( 1;5) :
1 5 3 9 5

x x x
x x x

x x x
− < + > − 

− < + ⇔ ⇔ ⇔ ∈ − − > − − < 
Օրինակ 2: Լուծենք | 6 7 | | 5 2 |x x− > −  անհավասարումը:
Լուծում: 5)ի բ) հատկության համաձայն կարող ենք գրել. 

 

2 2 2 2| 6 7 | | 5 2 | (6 7) (5 2 ) (6 7) (5 2 ) 0
((6 7) (5 2 ))((6 7) (5 2 )) 0 (8 12)(4 2) 0

3 1 0 :
2 2

x x x x x x
x x x x x x

x x

− > − ⇔ − > − ⇔ − − − > ⇔
⇔ − − − − + − > ⇔ − − > ⇔

  − − >  
    

Վերջին անհավասարումը լուծելով միջակայքերի եղանակով, կստա
նանք պա տասխանը` 
 1 3( ; ) ( ; )

2 2
x∈ −∞ ∞

: 

Քննարկենք այն դեպքը, երբ անհավասարումը պարունակում է մե 
կից ավելի մոդուլ ներով արտահայտություններ: Այդպիսի անհա վա  սա 
րումները, ընդհա նուր առմամբ, լուծ վում են, այսպես կոչված, միջա կայ
քերի մեթոդով: 

Օրինակ 3: Լուծենք | 4 | | 2 6 | 10x x− + + >  անհավասարումը:
Լուծում: Թվային ուղղի վրա նշենք այն կետերը, որոնց դեպքում մո 

դուլ ների նշանների տակ գտնվող արտահայտությունները հավասարվում 
են զրոյի: Այդ կետերն են` 3ը և 4ը: Թվային ուղիղն այդ կետերով 
տրոհ վում է



34

 ( ; 3), [ 3;4]−∞ − −  և (4; )∞
միջակայքերի: Տրված անհավասարումը դիտարկելով այդ միջակայքերից 
յուրա քան չյու րում, կստանանք երեք համակարգերի հետևյալ համա խում բը` 

 
3, 3 4, 4,

( 4) (2 6) 10; ( 4) (2 6) 10; ( 4) (2 6) 10 :
x x x

x x x x x x
< − − ≤ ≤ >  

  − − − + > − − + + > − + + >  
 4,

( 4) (2 6) 10 :
x
x x
>

 − + + >
Առաջին համակարգից կստանանք` 4x < − , երկրորդից` 0 4x≤ ≤ , եր 

րոր  դից` 4x > : Միա վորելով այդ միջակայքերը, կստանանք տրված անհա
վա սարման լուծումների բազ մությունը` ( ; 4) (0; )−∞ − ∪ ∞ :

Օրինակ 4: Լուծենք | 4 7 | 5x − >  անհավասարումը:

Լուծում: (2) պնդման համաձայն կարող ենք գրել` 

 
14 7 5, , 14 7 5 ( ; ) (3; )2

4 7 5 23

x x
x x

x x

− < − < − > ⇔ ⇔ ⇔ ∈ −∞ ∞ − > >



:

Օրինակ 5: Լուծենք 2| 3 | 2x x− <  անհավասարումը:

Լուծում: (1) պնդման համաձայն կարող ենք գրել` 

 
2 2

2
2 2

3 2, 3 2 0,
3 2

3 2 3 2 0 :
x x x x

x x
x x x x

 − > − − + > − < ⇔ ⇔ 
− < − − <  

Վերջին համակարգի առաջին անհավասարումը տեղի ունի ցանկացած 
xի դեպքում, քանի որ 23 2x x− +  եռանդամի տարբերիչը բացասական է: 

Երկ րորդ անհավասարման ձախ մասի եռանդամի արմատներն են 
2
3

− ը 

և 1ը, հետև աբար նրա լուծումների բազմությունը 
2( ;1)
3

−  միջակայքն է, 
որը և տրված անհավասարման լուծումների բազմությունն է:

Օրինակ 6: Լուծենք 2 | 3 2 | 4x− − >  անհավասարումը:
Լուծում: Սկզբում ազատվենք «արտաքին» մոդուլից` օգտվելով 4) 

հատ կու թյունից. 

 2 | 3 2 | 4, | 3 2 | 6,
2 | 3 2 | 4

2 | 3 2 | 4 | 3 2 | 2 :
x x

x
x x

− − < − − > 
− − > ⇔ ⇔ − − > − < − 

Վերջին համախմբի երկրորդ անհավասարումը, ակնհայտորեն, լու 
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ծում չունի (տես 1) հատ կությունը), իսկ առաջին անհավասարումը, ըստ 
4) հատ կության, համարժեք է հետևյալ համախմբին` 

 3 2 6; 3 2 6x x− < − − > ,

որտեղից կստանանք` 
3 9( ; ) ( ; )
2 2

x∈ −∞ − ∞ , որը նաև տրված անհավա

սար ման լու ծում ների բազմությունն է:
Հիշեցնենք, որ առայժմ մենք քննարկում ենք միայն այնպիսի մոդուլով 

ան հավա սարում ներ, որոնք բերվում են ռացիոնալ անհավասարումների:

 Հարցեր

1. Որո՞նք են կոչվում մոդուլով անհավասարումներ:

2. Ի՞նչ պնդումներ են կիրառվում՝ մոդուլով անհավասարումները լուծե
լիս:

 Առաջադրանքներ

 Լուծել անհավասարումները (5062).

50. ա) | 5 | 8x − > ,  բ) | 2 1| 7x − < :

51. ա) | 4 1| 9x + ≥ ,  բ) | 5 9 | 6x − ≤ :

52. ա) | 2 1| | 4 1|x x− < + ,  բ) |1 3 | | 2 3 |x x− ≥ + :

53. ա) | 4 3 | 2x x− ≥ − ,  բ) | 8 | 3 1x x+ < − :

54. ա) 2| 6 2 1| 1x x− + ≤ ,  բ) 2| 3 1| 5x x− + > :

55. ա) 2 7 | | 8 0x x+ − ≤ ,  բ) 22 | | 36x x+ ≥ :

56. ա) 
2 3

2 3
x
x
+

>
−

,  բ) 
2

2

3 1 3
1

x x
x x
− −

≤
+ +

:

57. ա) 2 2| 3 15 | 2x x x x− − < − ,  բ) 2 2| 4 7 | 1x x x x− − > − + − :

58. ա) 23 | 3 | 9 2x x x− − > − ,  բ) 2 2| 3 3 | 2 5 10x x x x− + ≤ + + :

59. ա) | 2 1| 3 | 2 |x x+ + > − ,  բ) | 3 1| | 2 3 | 2 | 5 |x x x− + − < + + :

60. ա) | 5 | 1 7x − + ≥ ,   բ) | 2 | 3 5x x− − + < :

61. ա) 2

| 3 | 2
5 6

x
x x

−
≥

− +
,   բ) 

2

2

| 2 3 | 1
| 2 |

x x
x x
− −

≤
− −

:

62*. 9 8 7 9 8 7| | | | | |x x x x x x x x− + − ≤ − + − :
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5. Իռացիոնալ անհավասարումներ

Դիտարկենք այնպիսի անհավասարումներ, որոնց մեջ փոփոխականը 
առնվազն մեկ տեղում գտնվում է արմատանշանի տակ, կամ ռացիո նալ 
կոտորակային ցուցիչով աստիճանի հիմքում4): Այդպիսի անհավասա
րումներն անվանում են իռացիոնալ: 

Իռացիոնալ անհավասարումները լուծելիս, հիմնականում կիրա
ռում են նույն հնարները, ինչ իռացիոնալ հավասարումները լուծելիս 
(անհավասարման երկու մասերը բարձրացվում են միևնույն բնական 
աստիճան, նոր փոփոխականի փոխարինում և այլն): Այդպի սի անհա
վա սարումները, սովորաբար, բերվում են ռացիոնալ անհավասա րում
ների: Ի տարբերություն իռացիոնալ հավասարումների, իռացիոնալ 
ան հա վասարաումները լուծելիս անհրաժեշտ է յուրաքանչյուր քայ լում 
պահպանել համարժեքությունը (նման անհավասարումները հիմնա կա
նում ունեն անվերջ բազմությամբ լուծումներ):

Իռացիոնալ անհավասարումների երկու մասերը բնական աստիճան 
բարձրացնելիս միշտ չէ, որ ստացված անհավասարումը համարժեք է 
տրվածին: Օրինակ, 3x ≤  անհավասարման երկու մասերը քառակուսի 
բարձրացնելիս ստացված 9x ≤  անհավասարումը համարժեք չէ սկզբնա
կանին (ինչո՞ւ): Այստեղ անհրաժեշտ է հաշվի առնել նաև տրված անհա
վա սարման թաբը, այն է՝ 0x ≥ : Սակայն 3x ≥  անհավասարման եր
կու մասերը քառակուսի բարձրացնելու հետևանքով ստացված 9x ≥  
անհավասարումը համարժեք է տրվածին: Այստեղ, ի տարբերություն 
առաջին անհավասարման, կարող ենք չնշել թաբը (չէ՞ որ 9x ≥  անհավա
սարումից հետևում է 0x ≥  անհավասարումը): Այսպիսով, ճիշտ են հե
տևյալ պնդումները՝

 

9,
3 3 9 :

0 :
x

x x x
x
≤

≤ ⇔ ≥ ⇔ ≥ ≥

3x ≥ −  և 3x ≤ −  անհավասարումները լուծելիս չի կարելի եր
կու մասերը բարձրացնել քառակուսի, քանի որ դրանց աջ մասում 
գտնվող թվերը բացասական են: Մյուս կողմից, դժվար չէ հասկանալ, 
որ նրանիցից առաջինի լուծումների բազմությունը նրա թաբն է, իսկ 
երկ րորդ անհավասարումը լուծում չունի (բացատրեք, ինչո՞ւ): Կարելի է 
ապա ցուցել հետևյալ պնդումը՝

4) Ենթադրվում է, որ անհավասարման մյուս անդամները կամ հաստատուններ են, կամ՝  
փոփոխականի նկատմամբ ռացիոնալ արտահայտություններ:
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( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

2

0 ;

0
0

;

0 0;

0 :

f x a a f x a

f x
f x a a

f x a

f x a a f x

f x a a x

≥ > ⇔ ≥

 ≥≤ > ⇔ 
≤

≥ ≤ ⇔ ≥

≤ < ⇔ ∈∅

Դիտարկենք 

 ( ) ( )f x g x<  և ( ) ( )f x g x>

տեսքի անհավասարմուներ, որտեղ ( )f x ը և ( )g x ը x փոփոխականի 
նկատմամբ ռացիոնալ արտահայտություններ են: Այդպիսի անհավա
սարումները լուծելիս կարելի է օգտվել հետևյալ երկու թեորեմներից՝

10. ( ) ( )
( )
( )
( ) ( )( )2

0,

0,

:

g x

f x g x f x

f x g x

 >< ⇔ ≥


<

20. ( ) ( )f x g x>  անհավասարումը համարժեք է հետևյալ համա կար
գերի համախմբին՝

 

( )
( ) ( )( )

( )
( )2

0, 0,

0 :;

g x g x

f xf x g x

 ≥  < 
 

≥>  

Օրինակ 1: Լուծենք հետևյալ անհավասարումը՝

 22 5x x x− < − :
Լուծում: 10 թեորեմի համաձայն կարող ենք գրել՝

 

( )
( )

[ ]
( )

[ ]

2 2

2 22

5 0, 5,
2 5 2 0, 2 0,

2 12 25 0,2 5

5,
0; 2 , 0; 2

;

x x
x x x x x x x

x xx x x

x
x x

x

 − >  <
 − < − ⇔ − ≥ ⇔ − ≤ ⇔ 
  − + >− < − 

 <


⇔ ∈ ⇔ ∈
 ∈ −∞ +∞
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Oրինակ 2: Լուծենք հետևյալ անհավասարումը՝

 2 3 1 6 :x x x x− + − > − − −
Լուծում: Անհավասարման թաբը որոշվում է 2 3x≤ ≤  կրկնակի անհա

վասարությամբ: Անհավասարման երկու մասերը կարող ենք բարձրացնել 
քառակուսի միայն այն դեպքում, երբ նրա երկու մասերը ոչբացասական 
են: Սակայն այս օրինակում այդպես չէ: Իրոք, քանի որ 2 3x≤ ≤ , ապա 
1 1 2x≤ − ≤  և 3 6 4x≤ − ≤ : Իսկ դա նշանակում է, որ 1 6x x− < − , 
այսինքն 1 6 0x x− − − < : Մյուս կողմից, [ ]( )2 3 0 2; 3x x x− + − > ∀ ∈ : 
Հետևաբար, 2 3x≤ ≤  հատվածի ցանկացած xի դեպքում տրված անհա
վասարումը տեղի ունի: Այսպիսով, լուծումների որոնելի բազմությունը 
[ ]2; 3  հատվածն է:

Օրինակ 3: Լուծենք 2 14 3x x+ > +  անհավասարումը:
Լուծում: Ելնելով 20 պնդումից, կարող ենք գրել՝
 

 

( )

[ )

2 2

3 0, 3,
2 14 0, 7,

2 14 3 3 0, 3,
4 5 02 14 3

7 3,
7 3,

7;1 :3,
3 1

5 1

x x
x x

x x x x
x xx x

x
x

xx
x

x

 + <  < −
 + ≥ ≥ −  + > + ⇔ ⇔ ⇔ + ≥ ≥ −    + − <+ > + 

− ≤ < −
− ≤ < −⇔ ⇔ ⇔ ∈ −≥ −  − ≤ <  − < <

Օրինակ 4: Լուծենք 3 5 5 1x x− + >  անհավասարումը:
Լուծում: Ունենք՝

 

( ) ( )

( )

( )

( )

2

2

2

3 5 5 1 3 5 5 1 3 5 5 1

0,0, 0,
2 3 0,

9 5 6 2 5 5 2 3 5 5
2 3 5 5

0, 0,
3 3, , 4; :
2 2

14 17 4 0 ; 4;
4

x x x x x x

xx x
x

x x x x x
x x

x x

x x x

x x x

− + > ⇔ > + + ⇔ > + + ⇔

 ≥
≥ ≥    ⇔ ⇔ ⇔ − ≥ ⇔  
> + + + − > +   

− > +

≥ ≥  ⇔ ≥ ⇔ ≥ ⇔ ∈ ∞ 

 
 − + >   ∈ −∞ ∪ ∞  
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Վերևում քննարկված օրինակները պարունակում են թվաբանական 
քառակուսի արմատներ: Իռացիոնալ անհավասարման երկու մասերը 
ցան կացած միևնույն զույգ աստիճան բարձրացնելիս առաջնորդվում 
են նույն դատողություններով, ինչ քառակուսի բարձրացնելիս: Իսկ եթե 
տրված անհավասարման երկու մասերը բարձրացնում են կենտ աս
տի ճան, ապա ստացվում է սկզբնական համարժեք անհավասարում: 
Օրինակ՝ 

 ( )33 3 36 2 6 2x x x x x x− ≥ − ⇔ − ≥ − :
Օրինակ 5: Լուծենք հետևյալ անհավասարումը՝

 

21 1 4 3 :
2

x
x

− −
>

Լուծում: Անհավասարման ձախ մասն իմաստ ունի այն և միայն այն 

դեպքում, երբ 
1
2

x ≤  և 0x ≠ :

Եթե 
1 0
2

x− ≤ < , ապա տրված անհավասարման ձախ մասը բացա

սական է: Հետևաբար, այդ միջակայքում լուծում չկա:

Դիցուք՝ 
10
2

x< ≤ : Այս դեպքում, որոշ ձևափոխություններից հետո 

կստանանք՝

 
2 31 4 1 :

2
x x− < −

Նշված պայմանով վերջին անհավասարման երկու մասերը ոչբա
ցասական են, դրա շնորհիվ էլ քառակուսի բարձրացնելուց կստանանք 
համարժեք անհավասարում՝

 2 291 4 1 3
4

x x x− < − +  ( 10
2

x< ≤  պայմանով):

Վերջին անհավասարումը համարժեք է

 
225 3

4
x x>

անհավասարմանը: Հաշվի առնելով 
10
2

x< ≤  պայմանը, կունենանք վերջ

նական արդյունքը՝ 
12 1;
25 2

x  ∈  
:

Դիտողություն: Թյուրիմացություն է կարծել, որ ցանկացած իռա
ցիոնալ անհավասարում լուծելիս պարտադիր պետք է գտնել նրա 
թաբը: Օրինակ՝
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8 24 5x x x+ − ≥

անհավասարման թաբը որոշելը ոչ միայն անհրաժեշտ չէ, այլ նաև՝ ան
հնարին: Մինչդեռ այդ անհավասարումը լուծվում է անմիջապես, առանց 
դժվարության՝

 
8 2 8 84 5 5 5 :x x x x x x x+ − ≥ ⇔ + − ≥ ⇔ ≥

Օրինակ 6: Լուծենք հետևյալ անհավասարումը՝

 
21 1 4 3

2
x

x
− −

> :

Լուծում: Անհավասարման ձախ մասն իմաստ ունի այն և միայն այն 

դեպքում, երբ 
1
2

x ≤  և 0x ≠ :

Եթե 
1 0
2

x− ≤ < , ապա տրված անհավասարման ձախ մասը բացա

սական է: Հետևաբար, այդ միջակայքում լուծում չկա:

Դիցուք՝ 
10 :
2

x< ≤  Այս դեպքում, որոշ ձևափոխություններից հետո 

կստանանք՝

 
2 31 4 1 :

2
x x− < −

Նշված պայմանով վերջին անհավասարման երկու մասերը ոչբացա
սական են, դրա շնորհիվ էլ քառակուսի բարձրացնելուց կստանանք հա
մարժեք անհավասարում՝

 2 29 11 4 1 3 (0
4 2

x x x x− < − + < ≤ ):

Վերջին անհավասարումը համարժեք է

 
225 3

4
x x>

անհավասարմանը: Հաշվի առնելով 
10
2

x< ≤  պայմանը, կունենանք վերջ

նական արդյունքը՝ 
12 1; :
25 2

x
  ∈   

Դիտողություն։ Թյուրիմացություն է կարծել, որ ցանկացած իռա
ցիո նալ անհավասարում լուծելիս պարտադիր պետք է գտնել նրա 
թաբը։ Օրինակ՝
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8 24 5x x x+ − ≥

անհավասարման թաբը որոշելը ոչ միայն անհրաժեշտ չէ, այլ նաև՝ 
անհնարին։ Մինչդեռ այդ անհավասարումդ լուծվում է անմիջապես, 
առանց դժվարության՝

 8 2 8 84 5 5 5x x x x x x x+ − ≥ ⇔ + − ≥ ⇔ ≥ :

Օրինակ 7: Լուծենք հետևյալ անհավասարումը՝

 2 3 1 6x x x x− + − > − − − :
Լուծում: Անհավասարման թաբը որոշվում է 2 3x≤ ≤  կրկնակի 

անհա վասարությամբ։ Անհավասարման երկու մասերը կարող ենք 
բարձրացնել քառակուսի միայն այն դեպքում, երբ նրա երկու մասերը 
ոչբացասական են։ Սակայն այս օրինակում այդպես չէ: Իրոք, քանի 

որ 2 3x≤ ≤ , ապա 1 1 2x≤ − ≤  և 3 6 4x≤ − ≤ : Իսկ դա նշանակում 

է, որ 1 6x x− < − , այսինքն՝ 2 6 0x x− + − < : Մյուս կողմից, 

2 3 0x x− + − >  [ ]2; 3x∀ ∈ : Հետևաբար, 2 3x≤ ≤  հատվածի ցանկացած 
xի դեպքում տրված անհավասարումը տեղի ունի: Այսպիսով, լուծումների 
որոնելի բազմությունը [ ]2; 3 :

 Հարցեր

1. Ո՞ր անհավասարումն են անվանում իռացիոնալ:

2. Ինչպե՞ս են լուծվում ( ) ( )f x g x<  և ( ) ( )f x g x>  տեսքի անհավասա
րում ները:

 Առաջադրանքներ

63. Համարժե՞ք են, արդյոք, հետևյալ անհավասարումները.

 ա) 1x x− ≤  և 2( 1)x x− ≤ , բ) 1x x+ ≤  և 2( 1) ,x x+ ≤

 գ) 7x x+ ≥  և 27x x+ ≥ , դ) 4 2 24 4 1x x x+ − >  և 24 1x > :
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64. Ճի՞շտ է, արդյոք, պնդումը.

 ա) 2( ) ( ) ( ) ( ( ))f x g x f x g x≤ ⇔ ≤ , բ) 2( ) ( ) ( ) ( ( ))f x g x f x g x> ⇔ > ,

 գ) 55 ( ) ( ) ( ) ( ( ))f x g x f x g x≤ ⇔ ≤ , դ) ( ) ( ) ( ) 0f x g x f x≥ − ⇔ ≥ :

65. Ապացուցել պնդումը.

 ա) 
( ) 0,

( ) ( )
( ) ( ),

g x
f x g x

f x g x

 ≥≥ ⇔ ≥
 բ) 2( ) ( ) ( ) ( ( ))f x g x f x g x≥ ⇔ ≥ ,

 գ) 
2

( ) 0,
( ) ( ) ( ) 0,

( ) ( ( )) ,

g x
f x g x f x

f x g x

 ≥≤ ⇔ ≥ ≤

 դ) 

2

( ) 0,
( ) 0,

( ) ( )
( ) 0,
( ) ( ( )) :

g x
f x

f x g x
g x
f x g x

  <   ≥≥ ⇔  ≥    ≥ 
 Լուծել անհավասարումը (6689).

66. 4 1 3x + > : 67. 3 2x − < :

68. 2 0,2 6 0,5x x− ≥ − : 69. 2 1 3x x+ > − :

70. 2 7 12 3
8 3

x x− − < − : 71. 
3 2

4
x

x
+

≥
−

:

72. 
2 1 3
3 2

x
x
−

≤
−

: 73. 10 3 2 :x x− ≥ −

74. 2 10 3 5x x+ < − : 75. 2 3 4 2x x x− − < − :

76. 2 9 3x x+ > + : 77. 2 4 3x x x− > − :

78. 2 25 4 5 8x x x x+ − ≥ − + − : 79. 2 215 2 10 25x x x x+ − > − − :

80. 9 1 4x x− + − < : 81. 3 4 2x x+ ≥ − + :

82. 1 2 1x x+ − − ≤ : 83. 3 1 4 4 5x x x+ + − < + :

84. ( ) ( )( )3 2 5 0x x x− − − ≥ : 85. ( ) 21 2 0x x x− − − ≥ :

86. 
26 0

2
x x

x
+ −

<
−

: 87. 
22 9 11 0

2
x x

x
− −

≥
+

:

88. 2

3 91 3
x x
+ < − : 89. 

2 1 10 16 x x
x x
− −

⋅ ≥ :
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90. Գտնել ( )3 11 5x x− > −  անհավասարման՝ ամբողջ թվով արտա
հայտված ամենամեծ լուծումը:

91. Գտնել 3 2 9x x− − ≥  անհավասարման ամենամեծ լուծումը:

92. Գտնել 2 8 12 4x x x− − − > +  անհավասարությանը բավարարող բոլոր 
ամբողջ թվերի միջին թվաբանականը:

 Ապացուցել, որ անհավասարումը լուծում չունի.

93. 2 24 16 4 13 5x x x+ + − + ≤ :

 

§ 3. ՊԱՐԱՄԵՏՐԵՐՈՎ ՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄՆԵՐ ԵՎ 
ԱՆՀԱՎԱՍԱՐՈՒՄՆԵՐ

Դիտարկենք

 22 – 1a x=  (1)
հավասարությունը: Այդ հավասարությունը կարելի է դիտարկել որպես 
երկու՝ a և x փոփոխականներով (անհայտներով) հավասարում: Դժվար 
չէ կռահել, որ այդ դեպքում նրա լուծումների բազմությունը բաղկացած 
կլինի 

 
2 1

,
2

c
x c a

+
= =

տեսքի թվազույգերից, որտեղ c–ն ցանկացած իրական թիվ է: Հետևաբար, 
(1) հավասարումը կունենա անվերջ շատ լուծումներ:

Ենթադրենք, թե (1) հավասարության մեջ x–ը հաստատուն է, իսկ 
a–ն՝ փոփոխական: Այդ դեպքում այն կդառնա մեկ՝ a փոփոխականով 
հավասարում, որի արմատը

 
2 1
2

x
a

+
=

թիվն է: Նշանակում է՝ x–ի ամեն մի սևեռված արժեքի դեպքում (1) 
հավասարումն ունի միակ արմատ:

Այժմ (1) հավասարությունն ընդունենք որպես x փոփոխականով հա
վասարում (a–ն համարելով հաստատուն): Այդ դեպքում հավասարումը 
կունենա արմատ այն և միայն այն դեպքում, երբ 2 – 1 0,a ≥  այսինքն՝ 

1
:

2
a ≥  Այդ պայմանին բավարարող յուրաքանչյուր a–ի դեպքում 

 2 – 1,x a= ±
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ընդ որում 
1
2

a =  դեպքում կունենանք մեկ արմատ՝ 0,x =  իսկ 
1
2

a >  

դեպքում՝ երկու արմատ՝ 1 2– 2 –1, 2 –1 :x a x a= =  Ակնհայտ է, որ 
1
2

a <  

դեպքում հավասարումն արմատ չունի:
Դիցուք, տրված է x և a փոփոխականներ պարունակող

 ( , ) ( , )F x a G x a=  (2)
հավասարությունը: a փոփո խա կա նի յու րա քանչ յուր ս ևեռ ված (ֆիքս ված) 
ար   ժե քի դեպ քում (2) հա վա սա րութ յու նը կարելի է դիտարկել որպես 
հավասա րում x փո փո խա կա նի (ան հայ տի) նկատ մամբ և ընդհակառակը, 
xի յուրա քան չ յուր ս ևեռ ված ար ժե քի դեպ քում այն կա րե լի է դի տար
կել իբրև հա վա սա րում a փոփոխականի նկատմամբ: Ընդ հան րա պես, 
(2) հա վա սա րու թյու նը կա րե լի է դիտարկել նաև որպես երկու` x և a 
փոփոխականներով հավա սարում:

Եթե պահանջվում է թվային որևէ A բազմության յուրաքանչյուր a 
տար  րի հա մար լու ծել x փոփոխականի նկատմամբ (2) հա վա սարումը, 
ապա այդ հավասարումն անվանում են մեկ` x փոփոխականով «ան
հայտով» և մեկ` a պա րամետրով հավասարում: A բազ մու թյունը կոչվում 
է պարամետրի փո փոխ ման տիրույթ: 

Անհայտի ընտ րութ յու նը պայ մա նա կան է: Պայ մա նա վոր վենք, սույն պա
րագ րա ֆում (և հե տա գա յում) դի տարկվող (2) տեսքի հավասարումներն 
ընդունել որպես x փոփո խա կա նով և a պա րա  մետրով հավասարումներ 
(ան  հայտ ները կամ փոփո խականները սովորա բար նշանակում են , , ,...x y z  
տա ռերով, իսկ պարա մետ րերը` , , ,...a b c  տա ռե րով):

(2) հավասարումը, ըստ էության, հավասարումների մի ամբողջ բազ
մու թյան (կամ` դասի) հակիրճ գրառումն է, որոնցից յուրա քան չյուրը 
ստացվում է (2) հավասարումից` aի կոնկրետ արժեքի դեպքում:

Պայմանավորվենք, այ սու հետև, ա մե նու րեք պա րա մետ րի փո փոխ ման 
տի   րույթ ա սե լով հաս կա նալ բո լոր ի րա կան թվե րի բազ մութ յու նը (ե թե, 
ի հար կե, չկան հա տուկ վե րա պա հում ներ):

Լուծել (2) հավասարումը, նշանակում է` այն լուծել a պարամետրի 
բո լոր ար ժեքների դեպքում:

Եթե (2) հավասարումը a պարա մետ րի թե կուզ մեկ ար ժե քի դեպ
քում չի քն  նարկ վում, ա պա այդ հա վա սար ման լու ծումն ավարտված չի 
համար վում:

Երկու և ավելի պարամետրերով և մեկ` x փո փո խա կա նով հա վա
սա րում նե րի հաս կա ցութ յուն  նե րը ներ մուծ վում են նույն ձևով: Օրինակ, 
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մեկ` x փոփո խականով և երկու` a և b պարա մետ րերով հավասարման 
ընդհանուր տեսքն է`

 ( , , ) ( , , )F x a b G x a b= :
Համանման ձևով ներմուծվում են նաև պարամետր պարունակող 

անհա վա սարումների ( ( , ) ( , )F x a G x a> , ( , , ) ( , , )F x a b G x a b>  և այլն) հասկա
ցու թ  յուն  նե րը: Այս տեղ ևս  ըն դուն վում է, որ պա րա մետ րի (պա րա մետ րե
րի) փո փոխ ման տի րույ թը ի րա կան թվե րի բազ մու թյունն է:

Քա նի որ պա րա մետր պա րու նա կող հա վա սա րումն (ան հա վա սա 
րու մը) ի րե նից ներ կա յաց նում է ան վերջ շատ հա վա սա րում նե րի (ան
հավասարումների) հա մա խումբ, ուս տի պարզ է, որ անհ նար է ա ռանձ
նաց նել նրան ցից յու րա քանչ յու րը: Լուծ ման ըն թաց  քում հա մա րում են, որ 
պա րա մետ րե րը հայտ նի մե ծութ յուն ներ են: Ո րոշ դեպ քե րում անհ րա ժեշ
տութ յուն է ա ռա ջա նում` պա րա մետ րե րի հա  մար ա ռանձ նաց նել այնպիսի 
«առանձնահա տուկ» ար ժեք ներ, ո րոն ցով պարամետրի (պարամետրերի) 
փոփոխման տիրույթը տրոհվում է այնպիսի միջակայքերի, որոնցով 
ավելի հստակ է դառնում քննարկվող առաջադրանքի լուծումը:

Օրինակ 1: Լուծենք 2 (1 2 ) 2 0ax a x a− − + − =  հավասարումը:
Լուծում: Երբ 0a = , ապա կունենանք առաջին աստիճանի հավա սա

րում` 2 0x− − = , որտեղից` 2x = − :
Երբ 0a ≠ , ապա տրված հավասարումը դառնում է քառակուսային 

հավա սարում և ամեն մի այդպիսի aի դեպքում նրա արմատները կլինեն`

 1 2 4 1
2

a ax
a

− − +
= ,  1 2 4 1

2
a ax

a
− + +

= ,

պայմանով, որ 4 1 0a + ≥ , այսինքն` 
1
4

a ≥ −  (իհարկե, 0a ≠ ):

Այսպիսով, կարող ենք գրել պատասխանը` լուծում չունի, երբ 
1
4

a < − , 

2, երբ 0a = , 1 2 4 1
2

a a
a

− ± + , երբ 
1
4

a ≥ −  և 0a ≠ :

Օրինակ 2: mի ի՞նչ արժեքների դեպքում 2 2x mx
m

− >  անհա վա սա
րու թյունը ճիշտ է ցանկացած xի դեպքում: 

Լուծում: Ունենք` 2 22 2 0x mx x mx
m m

− > ⇔ − − > :

Հայտնի է, որ 2 0ax bx c+ + >  ( 0)a ≠  անհավասարությունը տեղի 
ունի ցանկա ցած xի համար այն և միայն այն դեպքում, երբ 0a >  և 

20 ( 4 )D D b ac< = − : Հետևաբար, մեր օրինակի դեպ քում պետք է պա
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հանջենք, որ վերջին անհա վա սարման ձախ մասի եռանդամի տար բե
րիչը փոքր լինի զրոյից, այսինքն`

 
3

2 8 8 20 0 0m mm
m m m

+ +
+ < ⇔ < ⇔ < :

Ստացված անհավասարումը լուծելով միջակայքերի մե թո դով, կստա
նանք` ( 2;0)m∈ − :

Օրինակ 3: Գտնենք aի բոլոր այն արժեքները, որոնց դեպքում 

 4 2– 8 0x x a+ =  
հավասարումն ունի ճիշտ երկու արմատ:

Լուծում: Նշանակենք` 2 ( 0) :x y y= ≥  Կունենանք y–ի նկատմամբ քա
ռա  կու սային հավասարում.

 2 – 8 0 :y y a+ =  
Խնդրի պահանջն իրագործելու համար բավական է պահանջել, որ 

ստացված քառակուսային հավասարումն ունենա՝
ա) ճիշտ մեկ արմատ և այն էլ՝ դրական,
բ) երկու արմատ, որոնցից մեկը լինի դրական, մյուսը՝ բացասական:
Առաջին դեպքին բավարարում է միայն 16a =  արժեքը, իսկ երկրորդ 

դեպքին՝ 0a <  պայմանը (հիշենք, որ արմատների առկայության դեպ քում 

1 2·y y a= ): Երկրորդն անհրաժեշտ և բավարար պայման է, որպեսզի 
տարբերիչը լինի դրական և արմատներից մեկը դառնա դրական, մյուսը՝ 
բացասական:

Պատասխան՝ { }(– ; 0) 16 :a∈ ∞ ∪  
Օրինակ 4: aի ի՞նչ արժեքների դեպքում 

 
2( 1) 2 3 2 0a x ax a− + + − >

անհավասարությանը կբավարարի ( 1; )− ∞  մի ջա կայքի ցան  կացած x թիվ: 

Լուծում: Երբ 1a = , կունենանք` 
1
2

x > − , որը ( 1; )− ∞  միջակայքի ոչ 

բոլոր թվերի համար է ճիշտ: Նշանակում է` 1a = ը չի բավարարում 

խնդրի պայմաններին: 
Հաս կա նա լի է, որ 1a <  դեպ քում տրված ան հա վա սար ման լու ծում նե րի 

բազ մու թյու նը կա՛մ  դա տարկ է, կա՛մ ( )1 2;x x  տես քի մի ջա կայք, որ տեղ 

1x ը և 2x ը այդ ան հա վա սար ման ձախ մա սի ե ռան դա մի ար մատ ներն 
են ( )1 2 :x x<  Նշա նա կում է` այդ պի սի aե րից և ոչ մե կը չի բա վա րա րում 
խնդրի պա հան ջին:
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1a >  դեպ քում ( ) ( ) 21 2 3 2f x a x ax a= − + + −  պա րա բո լի գա գա թի 
1

a
a

−
−

 

աբս ցի սը փոքր է 1ից (հիմ նա վո րեք): Քա նի որ այդ դեպ քում f ֆունկ

ցիան ;
1

a
a

 − ∞ − 
 մի ջա կայ քում ա ճող է, ուս տի բա վա կան է պա հան ջել, 

որ ( )1f − ը լի նի ոչբա ցա սա կան: Լու ծե լով`

 ( )
1,
1 0

a
f
>

 − ≥
հա մա կար գը, կու նե նանք խնդրի պա տաս խա նը` 

3 ; :
2

a  ∈ ∞ 

Օրինակ 5: aի ի՞նչ արժեքների դեպքում 

 2( – 2) – 2( 3) 4 0a x a x a+ + =  
հավա սարման արմատներից մեկը կլինի 3ից մեծ, իսկ մյուսը` 2ից փոքր:

Լուծում: Ամենից առաջ նկատենք, որ եթե 2a = , ապա ստացվում 
է առաջին աստիճանի հավասարում, որն էլ չի կարող ունենալ երկու 
արմատ:

Դիցուք, 2 :a >  Այդ դեպքում անհրաժեշտ է պահանջել, որ
2( ) ( – 2) – 2( 3) 4f x a x a x a= + +  եռանդամն ունենա արմատներ, ընդ որում 

2 և 3 թվերն ընկած լինեն այդ արմատների միջև: Քանի որ արմատների 
գոյության դեպքում նրանց միջև եղած բոլոր x–երի դեպքում ( )f x –ն 
ընդունում է բացասական արժեքներ (պատկերավոր դառնալու համար 
բավական է մտաբերել, որ այդ դեպքում ( )f x  եռանդամի գրաֆիկը դեպի 
վեր ճյուղերն ուղղված պարաբոլ է և Ox  առանցքը հատում է երկու 
կետում): (2) 0f <  և (3) 0f <  պայմանները միաժամանակ ապահովում 
են նաև արմատների գոյությունը (ինչո՞ւ): Գտնենք այդ պայմաններին 
բավարարող բոլոր a–երը: Ունենք` (2) 4 – 20, (3) 7 – 36 :f a f a= =

4 – 20 0a <  և 7 – 36 0a <  պայմանները տեղի ունեն այն և միայն 
այն դեպքում, երբ 5:a <  Հաշվի առնելով սկզբնական 2a > պայմանը, 
կունենանք` 2 5:a< <

Այն դեպքում, երբ 2,a < խնդրի պայմանները կիրականանան, եթե 
(2)f –ը և (3)f –ը միաժամանակ լինեն դրական (այս դեպքում եռանդամի 

արմատների միջև եղած բոլոր x–երի դեպքում ( ) 0) :f x >  Սակայն 
2a <  դեպքում (2) 0 :f < Նշանակում է՝ այդպիսի a–երից և ոչ մեկը չի 

բավարարում խնդրի պայմաններին:
  Պատասխան՝ (2; 5) :a∈
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 Առաջադրանքներ

Առաջադրանքներում փոփոխականները (անհայտները) նշանակվում 
են x, y, z,…, իսկ պարամետրերը` a, b, c,…:

94. a–ի ի՞նչ արժեքների դեպքում հավասարումն ունի ճիշտ երկու 
արմատ.

 ա) 22 6 0x x a+ + = : բ) 2( –1) – 2 4 0a x ax + = :

95. a–ի ի՞նչ արժեքների դեպքում հավասարումն ունի ճիշտ մեկ արմատ.

 ա) 22 –12 3 0x x a+ = : բ) 3 2(2 – ) – 2 –1 0a a x ax = :

96. Ապացուցել, որ ցանկացած a թվի դեպքում հավասարումն ունի ար
մատ.

 ա) 24 – 4 2 –1 0x ax a+ = : բ) 2( –1) – 2 1 0a x ax + = :

97. Պարամետրի ո՞ր արժեքների դեպքում քառակուսային հավասարման 

1x  և 2x  արմատները կբավարարեն նշված պայմանին.

 ա) 2
1 2– 8 0; 3 29 :x x c x x+ = + =     բ) 2 2 2

1 2( –1) – 2 0; 9 :x a x a x x+ = + =

98. Գտնել a–ի բոլոր այն արժեքները, որոնց դեպքում հավասարումն 
ունի չորս արմատ.

 ա) 4 2–13 0x x a+ = , բ) 4 2– –1 0x ax a+ = :

99. aի ի՞նչ արժեքների դեպքում 2(2 1) 2 0a x ax a+ − + − =  հավա սար ման 
ար մատ նե րից մեկը մեծ է 1ից, մյուսը` փոքր 1ից:

100. aի ի՞նչ արժեքների դեպքում 2 (3 1) 7 0x a x a+ + + =  հավասարումն ունի 
երկու արմատ, երկուսն էլ մեծ` 2ից:

101. bի ի՞նչ արժեքների դեպքում 2 (3 12) 10 40 0x b x a+ + + + =  հավա սա
րումն ունի երկու արմատ, երկուսն էլ` փոքր 5ից:

102. mի ի՞նչ արժեքների դեպքում են 24 (3 1) 2 0x m x m− + − − =  հավա սար 
ման արմատները գտնվում ( 1;2)−  միջակայքում:

103. aի ի՞նչ արժեքների դեպքում է անհավասարությունը բավարարվում 

 ամ բողջ թվային ուղղի վրա.

 ա) 2 2(8 2) 15 2 7 0x a x a a− − + − − > : բ) 2( 1) 2( 1) 1 0a x a x− − − + > :

 գ) ( )2 2 2 2 4 0ax a x a+ + + + < : դ)
2

2

3 4 5
2 2

ax x
x x

+ +
<

+ +
:
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104. aի և bի ի՞նչ արժեքների դեպքում 2 1x a b− ≤ +  անհավասար ման 
լու ծում ների բազմությունը [3;4]  հատվածն է:

105. aի և bի ի՞նչ արժեքների դեպքում 3 5 2x a b+ > −  անհավա սար ման 
լուծումների բազմությունը ( ; 1) (0; )−∞ − ∞

ն է:

106. a պարամետրի ի՞նչ արժեքների դեպքում [0;6]  հատվածի յուրա
քանչյուր թիվ 23 2 5x a a− + ≤  անհավասարման լուծում է:

107. aի ի՞նչ արժեքների դեպքում համակարգը լուծում ունի.

 ա) 
(4 )(1 ) 0,
2 3:

x x
x a
− + >

 − ≤
 բ) 

2 2

2

(3 1) 2 2 0,
0 :

x a x a a
x a

 − + + + <


+ =
108. aի ի՞նչ արժեքների դեպքում համակարգն ունի միակ մասնակի 

լուծում.

 ա) 5 6 2,
5 3 3:

a x
a x
− ≥

 + ≥
 բ) 

2

2 2

2 35,
( 2) (2 1)( 1) 0 :

x x
x a a x a a

 + ≤


− + + − + ≥
109. aի ի՞նչ արժեքների դեպքում համակարգը լուծում չունի.

 ա) 
(4 )(3 2 ) 0,
6 3( 1) 2 :

x x
a x
+ − ≥

 − + >
 բ) 

2 2(3 2) 2 2 0,
1:

x a x a a
ax
 − − + − ≥


=
110. a պարամետրի ի՞նչ արժեքների դեպքում 2 4 1 3ax x a+ > −  անհա վա  սա

րումը ճիշտ է x փոփոխականի բոլոր դրական արժեքների դեպ քում:

111. Ապացուցել, որ ցանկացած a, b և c թվերի դեպքում հավասարումն 
արմատ ունի.

 ա) ( – )( – ) ( – )( – ) ( – )( – ) 0x a x b x b x c x c x a+ + = : 

 բ) ( – )( – ) ( – )( – ) ( – )( – ) 0a x b x c b x a x c c x b x a+ + = : 

112. Ապացուցել, որ a պարամետրի ցանկացած արժեքի դեպքում հետևյալ 
հավասարումներից գոնե մեկն արմատ ունի.

 2 2( 3) (4 1) 4 –1 0; ( 1) – (2 – 3) – 7 0a x a x a a x a x a+ + + + = + + = : 

113. a–ի ի՞նչ արժեքների դեպքում անհավասարությանը կբավարարի 
նշված բազմությանը պատկանող յուրաքանչյուր թիվ.

 ա) [ ]22 – 5 0, –2; 2x a x+ < ∈ : բ) 2 2 6 0, (1; 2)x ax a a x+ + + < ∈ :
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ՊԱՏԱՍԽԱՆՆԵՐ

15. Ունենք՝ 1 3 4 1 3 4a a a a+ + − ≥ ⇔ + + − ≥ : 

Օգտվելով p q p q+ ≥ +  հայտնի անհա վասա րությունից, կարող ենք 

գրել՝ 1 3 ( 1) ( 3) 4a a a a+ + − ≥ + + − = : 

17. Ակնհայտ է, որ ցանկացած p և q թվերի համար` 2( ) 0p q− ≥ : Բացելով 

փակագծերը, կստանանք 2 2 2p q pq+ ≥  հայտ նի անհավասարությունը: Օգտ
վելով այդ անհավասարությունից, կարող ենք գրել`
 4 4 2 2 4 4 2 22 , 2a b a b c d c d+ ≥ + ≥ :

Գումարելով այդ անհավասարությունները, կստանանք՝ 

 4 4 4 4 2 2 2 22( )a b c d a b c d+ + + ≥ + : (1)
Մյուս կողմից, դարձյալ նույն անհավասարության շնորհիվ կունենանք՝ 

 2 2 2 22( ) 4a b c d abcd+ ≥ : (2)
(1) և (2) անհավասարություններից, փոխանցական հատկության շնորհիվ, 

կստանանք ապացուցվելիք անհավասարությունը՝

 4 4 4 4 4a b c d abcd+ + + ≥ :
Ապացուցման ընթացքի վերլուծությունը ցույց է տալիս, որ այդ անհա

վասարության մեջ հավասարության նշան տեղի ունի այն և միայն դեպքում, 
երբ a b c d= = = : 

18. Օգտվելով ( 0, 0)
2

x y xy x y+
≥ > >  հայտնի անհավասարությունից, 

կարող ենք գրել՝ 

 2 , 2 , 2bc ac bc ab ac abc b a
a b a c b c
+ ≥ + ≥ + ≥ :

Գումարելով ստացված ճիշտ անհավասարությունները, կստանանք ապա
ցուցվելիք անհավասարությունը՝ 

 bc ac ab a b c
a b c
+ + ≥ + + :

Հավասարության դեպք տեղի ունի այն և միայն այն դեպքում, երբ 
a b c= = :
24. Ունենք` 

 

1 1 1 1 1 1 1... ...
1 2 2 1 2 ( 1)n n n n n n n n n
+ + + = + + + + >

+ + + + + − +

 1 1 1 1 1 1...
2 2 2 2 2 2

n

n
n n n n n

> + + + + = ⋅ =


:
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26. Օգտվելով 
1 1 1

( 1) 1k k k k
= −

+ +
 նույնությունից, կարող ենք գրել՝

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1... ...
2 6 12 ( 1) 1 2 2 3 3 4 ( 1) ( 1)n n n n n n
+ + + + = + + + + + =

+ ⋅ ⋅ ⋅ − +

 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 ... 1 1
2 2 3 3 4 1 1 1n n n n n

= − + − + − + + − + − = − <
− + +

:

27. Ակնհայտ է, որ 1k >  դեպքում 2
1 1 1

( 1)k k k kk
= <

⋅ −
: Կիրառելով այս 

անհավասարությունը ապացուցվելիք անհավասարության ձախ մասի բոլոր 
գումարելիների վրա, կունենանք՝ 

 
2 2 2

1 1 1 1 1 1... ...
1 2 2 3 ( 1)2 3 n nn

+ + + < + + + =
⋅ ⋅ −  

 1 1 1 1 1 11 ... 1 1
2 2 3 1n n n

= − + − + + − = − <
−

:

Այստեղ մենք օգտվեցինք նաև 
1 1 1

( 1) 1k k k k
= −

− −
 նույնությունից, ընդունելով՝ 

2,3,...,k n= :
29. ա) Ո՛չ, բ) այո՛: 30. ա) Ո՛չ, բ) այո՛: 31. ա) Այո՛, բ) այո՛: 32. ա) Այո՛, բ) այո՛: 
34. ա) Ո՛չ, բ) ո՛չ: 35. ա) Ո՛չ, բ) այո՛: 36. ա) Ո՛չ, բ) այո՛: 37. ա) Ո՛չ, բ) ո՛չ:  

38. ա) Այո՛, բ) այո՛: 40. ա) ( ] { } [ ); 5 2 4,5;−∞ − ∞  : 41. բ) { }52; 2
2

 
  

 :  

43. բ) ( ] [ ); 6 2;−∞ − − ∞ : 44. բ) { }1; 1− : 45. բ) ( ) ( ) ( ) ( ); 5 3; 1 1; 3 5;−∞ − − − ∞    

46. ա) { }1 41 1 413; 0; 3
4 4

   − +
−   
   

  , բ) ( ) ( )1; 0 1; 4−  : 

47. ա) 3 7; ;
2 3

   −∞ ∞   
   



, բ) ( ) ( ); 0 3;−∞ ∞ : 48. ա) ( )8; 1− − , բ) [ ]2; 2− : 

49. ա) 
1 73 1 73; 1 1;

6 6
   − +

−      
   

 , բ) ( ) ( )3; 2 1; 1− − − : 

51. ա) [ )5; 2;
2

 −∞ − ∞  
 , բ) 

3; 3
5
 
  

: 53. ա) ( ] 3; 1 ;
2
 −∞ ∞ 

 , բ) ( )4,5; :∞

54. ա) 
10;
3

 
  

, բ) ( ) ( ); 1 4;−∞ − ∞ : 55. ա) [ ]1; 1− , բ) ( ] [ ); 4 4; :−∞ − ∞ 56. բ) 

( ] [ ); 2 1;−∞ − − ∞ : 57. ա) ( )5; 3;
3

 −∞ − ∞ 
 

 , բ) ( );−∞ ∞ : 
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58. ա) 
4 19 4 19; ;

3 3
   − +
−∞ ∞      
   

 , բ) ( ] [ ); 7 1;−∞ − − ∞ : 59. ա) ( ); :−∞ ∞

60. ա) ( ] [ ); 1 11;−∞ − ∞ , բ) ( )0; ∞ : 61. ա) 
3 ; 2
2
 
  

, բ) ( ] 5; 2 ; :
3
 −∞ − ∞ 
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